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1 Fourierreihen

Fourierreihen sind eine Verallgemeinerung von orthonormalen Basen auf unend-
lich dimensionale Vektorraume. Im Folgenden wollen wir untersuchen, wie sich
bekannte Aussagen aus der Linearen Algebra auf unendlich dimensionale Vek-
torraume Ubertragen lassen.

1-A Orthonormalsysteme

1.1 Definition Sei L ein linearer Raum uber C. Eine Abbildung

heifl3t Skalarprodukt, falls die folgenden Eigenschaften erfullt sind.

(S1) X1 X2,y X1;¥Y X2,y ; 8X1;X2;y2L; ; 2C.

(S2) x;y VX ; 8xX;y 2L.
(S3) hx;xi >0, 8 x2Lnf0g.

L;h ; 1 heil3t Prahilbertraum.

1.2 Bemerkung. S2 D) hx;xi hx;xi2R. S1 ) hO;01 O.
S1 NS2 ) X Y1 Y2 . XY1 X)Ya .

1.3 Satz Durch kxk : phx;xi wird eine Norm auf L definiert. Es gilt die Cauchy-
Schwartz-Bounjakowski Ungleichung,

Y kxk y

» Der Nachweis der Normeigenschaften ist eine leichte Ubung. Die Cauchy-Schwartz-
Bounjakowski Ungleichung ist ein Spezialfall der Holder-Ungleichung. «

1.4 Korollar Das Skalarprodukt ist stetig bezuglich der induzierten Norm, d.h. fur

kx Xxpk; ¥V yn TO0 D X,y Xni¥Yn 1 0:



» Seien Xp ; Yn Folgenund xn ¥ X;yn ¥ y, dann gilt

Xn;Yn Xy Xn X;¥n XY Yn
Xn Xi¥Yn XY Yn

kxn Xk yn kxk v yn <"
fur n hinreichend grof3, da y, konvergent und daher beschrankt. «

1.5 Definition L;h; 1 heit Hilbertraum, falls L vollstandig bezuglich der durch
h ; 1induzierten Norm ist.

1.6 Bsp 1.) Das Standardbeispiel fur den Hilbertraum ist der Raum der quadrat-
summierbaren Folgen,
8 9
< X 2 =

D I Xj <1._;

i1
mit dem Skalarprodukt

D E X -
Xj i Yj XjYij:
j1

2) L: C ab T C mit
Zp
f;g : f x g x dx;
a
ist lediglich ein Prahilbertraum, man kann L jedoch zu L2 erweitern mit,

Z
f,g L2 fgd .
ab
L2;h; i 2 istein Hilbertraum und es gilt, L L?, ;g . f;g fur
;g 2 L und L liegt dicht in L2,

1.7 Satz Zu jedem Prahilbertraum L;h ; i existiert ein bis auf Isomorphie eindeu-
tiger Hilbertraum H;h; iy mitL H,h; iy | h; iundL liegtdichtin H.
H;h ; iy heil3t die Vervollstandigung von L.



1.8 Definition Eine Fqlge ej im Prahilbertraum L;h ; i heiflt Orthonormalsystem
(ONS), falls  ex;ej Ki-

1.9 Satz Sei ej ein ONS. Dann gilt,

D E
(@ x Xjej ) Xj X; €j
i1
(b) fejg ist linear unabhangig, d.h. jede endliche Teilmenge ist linear unab-

héangig.
1.10 Satz Sei ej ein ONSim Prahilbertraum L;h; i, x 2 L. Dann gilt

1.) Besselsche Ungleichung

X D E,
X; €j kxkz;
j1

insbesondere ist die Reihe konvergent.

2.) Parsevallsche Gleichung

XD E X D E,
x x;ej ej a kxk? x;ej
i1 i1
C oD E D
3) M: x2L:x X;ej ej istabgeschlossenin L.
il
e D E
4.) Ist L ein Hilbertraum, so ist X;ej ej immer konvergent (nicht zwangs-
i1

laufig gegen x).

» 1.)+2)
%D E °? %D ED E
0 x X;€j €j hx; xi X;€j  X;€j
j1 i1
XD ED—E XD ED—E D E
X;ej  X;€j X;€j  X;€j kxk? X; €j
i1 i1 i1



4.)

D E . X D E,
X;€ej €j X; €j <"
j N i N
Gr N°M > N,
fir N;M >N L o D £
3.) Seinun x 2 M". Zeige X 2 M bzw. x X;ej e;j. Die Reihe,
j1
X D E
X;ej €j
joal—{—
2m
e D E n
konvergiert in H und daheristy : X X;ej ej 2M . Fur jedes k 2 N gilt,
i1
X
Viek y  hx;exd hx;exi jk O:
i1

y ist also orthogonal zu ey fur k 2 N und damit auch zu allen Linearkombina-
tionen. Aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts gilt also auch

y:u 0;8u2M":

Day 2 m" gilt insbesondere y;y O und daheristy 0, also geht

XD E
X X;€j €j 10
i1
I {z }
2L H

fur N ¥ 1, wobei die H-Norm hier fur endliches N eine L-Norm ist. «

1.11 SeiL: C O I1C undej:x, 2 sin JXx .
3.) besagt nun, dass die Menge

8 9

< X D E =

_F2C 0 1Cc . f f.ej egj -

- j 1 2



1.12

1.13

abgeschlossen in L ist.
4.) besagt, dass fur jedes ¥ 2 L die Reihe

X D E
T ej —sin j;
i1
inL2 O; konvergiert. Das heil3t aber nicht, dass sie auch punktweise gegen
T konvergiert!

Definition Sei L;h ; i ein Prahilbertraum, e; ein ONS.

1.) Fur x 2 L heif3t

X D E
X;€j €j
i1
D E
die Fourierreihe von X, X;e; heilt j-ter Fourierkoe [Zieht.

2.) ej heiBt vollstandiges Orthogonalsystem (VONS), falls

*xD E
8x2L:x X;ej €j:
i1

Satz Sei H;h; 1 ein Hilbertraum mit VONS e; . Dann ist

D E
THY L, x , X; €j

j2N

ein Hilbertraum-Isomorphismus*.

1-B Operatoren und Eigenwerte

Wir wollen jetzt konkrekt mit Fourierreihen rechnen. Dazu werden wir die Zu-
sammenhange von Fourierreihen und Operatoren studieren und beispielsweise
Ableitungsoperatoren durch Fourierreihen beschreiben.

LEin Hilbertraumisomorphismus ist eine bijektive, lineare und Skalarprodukt erhaltende Abbil-
dung.



1.14 Definition

1.) Sei D A eine lineare Teilmenge von L. Ein Operator A in L ist
eine lineare Abbildung,

A:DA T L:

2.) A heilt symmetrisch?, falls 8 x;y 2D A gilt,
AX;y X;Ay

3) 2 C heil3t Eigenwert von A, falls

9x 2D A nf0g:Ax X:

Ein solches x heil3t Eigenvektor von A zum Eigenwert
N : dimker A Id ;

heilRt geometrische Vielfachheit von

1.15 Satz 1.) Ist A symmetrisch, sind alle Eigenwerte reell.

2.) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenraumen sind orthogonal.

1.16 Bsp Sei en ein ONS im Hilbertraum H;h ; i

und j Folgein C und,
8 9
< X D E, =
DA X2H: i X €j <1_;
: i1 ;
xX D E
AX: j X;ej e, furx2D A *
i1

1.) Aistlinear.

2) Falls j reell ist A symmetrisch

D D E E

X D ED E
AX;y ,\Illgnl i X:ej ey '\Ill'ml i X:ej ey
i1 i1
XD D E E
’\Ili!nl X, j Yiej €j X;Ay

i1

2Wir fordern hier hermitesch aber da wir hauptsachlich Gber C arbeiten, kiirzen wir dies zu
symmetrisch.



3) (i) Alle ; sind Eigenwerte.
D E
(i) Falls 9x2Lnf0g: 8 2N X;ej OgiltAx O.
(iii) Es gibt keine weiteren Eigenwerte auller O; j.

Seix 2D A nf0g mit Ax xund j , dann
hx;exi h X;exi hAX;exi k hx; ekl
Daher ist hx;exi 08 k2 N und 0.
4) Falls j beschréankt, gilt D A H. (Bessel)

5.) Falls e; ein VONS, folgt D A liegt dicht in H. Denn sei x 2 H, wahle N
mit

X x;ej ej <™

I

2D A

Ausblick. e; VONSund ; reell ) A ist selbstadjungiert.

1.17 Definition Die Darstellung (*) hei3t Spektraldarstellung des Operators A. Der
Abschluss der Menge aller Eigenwerte,

A 2 C: st Eigenwert von A

hei3t Spektrum von A.
Ein Operator, der eine Spektraldarstellung besitzt, heif3t diskreter Operator.

Wir werden spater sehen, dass es auch selbstadjungierte Operatoren gibt, die
keine Spektraldarstellung besitzen.

1.18 Bsp SeiH L2 0; sowie,

n
D A f2Cc? o; *rc :fo f 0
AF £, furf2D A :



1.) Aist symmetrisch, denn fir f;g 2D A gilt
Z

Af:g . %G dx
h i z
f'%xgx Ffxglx . fg%dx f;Ag
| {z

1 U

0

<

wie mit zweifacher partieller Integration folgt.

2.) A ist positiv definit, d.h. fur £ 2 D A gqilt Af;f Ound AT;f
Oaf 0
Z Z

AF:f 0 x 0 x dx £ 2 dx
0 0

wie mit partieller Integration folgt.
3.) Eigenwerte. Sei Af T, dann folgt
7 f

dies ist eine Di Lerkntialgleichung mit Lésung,

f X C1 COS X cosin X

Die Randbedingungen erzwingenc; O sowie j2furj 2 N. Normierte
Eigenfunktionen sind daher,
s

2
ej X —sin jXx ; J2N:

4) Definiere Adurch (* mitD A D A :
Af Af;, furf2D A :

A heifllt die Fortsetzung bzw. Erweiterung von A. Da A selbstadjungiert
ist, spricht man von einer selbstadjungierten Erweiterung.

Sei f 2D A ,dannist
D E D

1

fej —

i

T; Agj

E D E D E
1 1
— Af;gj —
i i



Damit ist

X D E X D )
i Tiej % ¢; 0 S <2,
i1 i1
und daherist F 2D A .
— X D E XD E
Af i Fiej ej % ¢; L ket
j1 j1

1.19 Bemerkung. A besitze die Darstellung (*), dann gilt A ist positiv definit genau
dann wenn alle Eigenwerte positiv sind,
x D ED—E
hAX; xi j Xiej  X;gj oOa ; O
i1
1.20 Definition Ein linearer Operator Ain L;h; i mitD A L heif3t beschrankt,
falls
8 x 2L:kAxk ckxk:
Dann heif3t,

kAk: inffc>0: 8 x2L:kAxk ckxkg

sup kAxk  sup kAxk;
kxk 0 KXK  ixk 1 kxk 1

die Operatornorm bzw. Norm von A. Insbesondere gilt,
8 x 2L:kAxk kAkkxk:

1.21 Lemma Besitzt A die Darstellung (*), dann ist A genau dann beschrankt, wenn

j beschrankt ist.

» ):Sei A beschrankt, dann giltj ijj kAejk KAKk.
(C:Sei j M; 8j 2N, so folgt mit der Besselschen Ungleichung,
) X » D E , X D E,
kAxk hAX; AXi j X; €j M?2 X; €j
i1 i1

M2 kxk?: «

10



1.22

1.23

1.24

1.25

Satz Sei A ein Operator mit D A L, dann ist aquivalent.
(i) A ist beschrankt.

(i) Aiststetiginx O.

(iii) A ist tberall stetig.
» () (ii): Sei xj Folge in L und x; ¥ x, dann ist
Ax;j Ax  kAk x; X ;

also ist A sogar lipschitz.

(111)) (i): Klar, denn Stetigkeit Uberall impliziert Stetigkeit in x 0.

(i) (i): Sei A stetig in x 0, unbeschrankt und Xx; eine Folge mit Ax; >
j % .Setzey;j: kAX7>J<Jk dannist y; < Jl und daher ist y; eine Nullfolge.

Aber Ayj 1 und damit ist Ay;j keine Nullfolge und A nicht stetig. «

Definition Ein linearer Operator heilt kompakt, falls Ax; eine konvergente
Teilfolge enthalt, wenn Xj beschréankt ist, oder aquivalent AM prakompakt ist
(d.h. AM ist kompakt), wenn M L beschrankt ist.

Satz Jeder kompakte Operator ist beschrankt.

» Sei A nicht beschrankt und Xx; Folge mit AX; >]j X; . Setze yj ﬁ
J

dann ist yj 1, also ist yj beschrénkt. Es gilt jedoch

AXj

Ay >j v,

Xj
also divergiert Ayj;, fur jede Teilfolge von yj; und A ist nicht kompakt. «

Bsp 1) SeienL C 0; Y C,6AFf fOound D A wiein 1.18.

Die Eigenwerte von A sind j2:J 2 N, also ist A nicht beschrankt und
daher nicht kompakt.

Wir werden spéter sehen, dass A ! existiert und kompakt ist.

11



2) Seien K R"™kompakt G2CK KU!R,L: CKYC,DA : L,

sowie
z

AF x : G xy Fydy:
K

A ist ein Integraloperator, G nennt man den Integralkern. Man kann zei-
gen, dass A kompakt ist.

» Beweisskizze. Sei f, beschrankt, dann ist

Z 1
o, fn 2 M:
K

Wir sehen daher,

(i) Af; ist gleichméaRig beschrankt auf K.

2 D _E> 2
2
Afj x G x; ;fj kG x; k* fj
z

. 2 2 2 n .
G Xy dy fj cM K:
K l—{—}
C

(i) ATf; ist gleichgradig stetig, d.h.
8">09 ->0:8x;y2K;8j)2N
X y < =) Afjx Afjy <™

, D E D E,
AT x Aty y G x; ;f Gy: T
D E,
G x; Gy; :fj
2 2
G X; Gy; T

rrZMZ n K < .

fur x y < "~ Wir kénnen nun den Satz von Arzela-Ascoli an-
wenden, der besagt, dass Af; eine Teilfolge Afj,  enthalt mit
Afj, % g 2 L auf K. Damit erhalten wir,
Z
2
Afj, g Afj, x gx dx "2 " K;
K| {z

&

<" fur k>N~

also Afj, ' ginL.

12



1.26 Satz Sei A ein Operator im Hilbertraum H. Dann sind &quivalent,
(i) A ist kompakt und symmetrisch.

(i) A besitzt die Darstellung (*) mit j ¥ Ound j reell.

» “" Ubung.
“)”: Nachstes Kapitel. «

1-C Kompakte Symmetrische Operatoren
1.27 Definition Sei M L. Dann heif3t
M? X2L: 8y 2M: Xy 0 ;

das orthogonale Komplement.

1.28 Satz Sei L;h; 1 ein Prahilbertraum, A : L ¥ L symmetrisch und beschréankt.
Dann gilt

(i) 8 x2L:hAX;xi2R.
(i) imA 7 KkerA.
(iii) A istinjektiv.
imA
(iv) KAk  sup jhAX;Xij.
kxk 1
» (i) hAx;xi hx;Axi hAX;Xi.
(ii) Sei x 2imA?, dann gilt firalley 2 L:
0 Ay ;X Vi;AX D hAX;AXi 0 x 2 kerA:

Sei X 2 ker A, dann gilt faralley 2 L:

Ay X y:AX 0D x2imA%:

13



(iii) Seien x;y 2imA, dannistauch x Yy 2imA. Sei AX Ay, dann gilt

AX Yy 0)x yZ2kerA imA?
D) X y;z 0; 8z2imA
D X y;z 0,8z2imA
d>)x y O

(iv) Sei A 0,alsokAk>0,d: sup jhAX;xij.Zeiged KAK.
kxk 1

“ 7 Far kxk 1 gilt, jhAX;xij  kAxkkxk KAk kxk?
kAK.
“ " FOrx 0Ogilt,
. . 2 X X 2.
JhAX; xij  kxk Aikxk'ikxk d kxk*:

Die Ungleichung gilt o [Cedsichtlich fur x 2 L.

Seinun >0, dann gilt
1 1 1
A X —AX; X —AX A X —AX; X
2hAX;AXi  2hAX;AXi 4 kAXK?
Somit gilt,
1 2 1
4kAxk? d x =Ax d x —AX
2 2 1 2
2d kxk —ZkAxk
Seinunkxk 1und 2: kAxk=0,dann gilt

4kAxK?® 2d kAxk kAxk 4dkAxKk:

D) kAxk d;
D) kAk  sup kAxk d: «
kxk 1

14

KAk D d
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1.29 Bemerkung. Ist zuséatzlich zu 1.28 L;h ; i ein Hilbertraum, so kann (ii) in der
Form,

L imA kerA;
geschrieben werden. Dies bedeutet,
8x2L9ly2imA9lz2kerA:x Yy z:

1.30 Hauptsatz Sei L;h; i ein unendlichdimensionaler Prahilbertraum. A: L ¥ L
symmetrisch und kompakt. Dann gilt

(i) kAKk oder kAK ist ein Eigenwert.
(if) Jeder Eigenwert 0 ist reell und hat endliche Vielfachheit.

(iii) A hat entweder nur endlich viele Eigenwerte, dann ist 0 Eigenwert mit
Vielfachheit 1 oder A hat abzéhlbar viele Eigenwerte j und ; ¥ O.

(iv) Sei j die Folge der Eigenwerte j O, in der jeder Eigenwert so oft auf-

tritt, wie es seiner Vielfachheit entspricht. Die zugehorigen Eigenelemente

ej konnen so normiert werden, dass sie ein ONS bilden. Dieses ONS ist
vollstandig in im A.

» Falls A 0, dann ist 0 einziger Eigenwert mit Vielfachheit 1, die tbrigen
Aussagen ergeben sich dann sofort.
Seinun A 0, also kAk > 0.

(i) Nach 1.28 existiert eine Folge yj in L mit

D E
Vi 1™ AYLYij ¥ KAK:

Eventuell Teilfolge bilden, dann erhalten wir
D E
Ayjiyj ! kAk O:

A ist kompakt und y; 1l also Ay; Ty 2L und damit gilt,

2 2 D E 2
. 2
0 Ayj yj Ayj 2 AYjYj Yij
D E
i@%kz yJ 2 2 Ayjyj 'O
—t

15



yji Tyalsoy; ! ;y.

8
2 Ayj ty;

>
T Ayt tay;

da A stetig, also ist Ay yundy 0,dal Y ly und daher
ist

kAk

ein Eigenwert von A.

(i) Sei ein Eigenwert, dannist 2 R.

Angenommen 0 mit Vielfachheit 1. Sei X; eine Folge von linear
unabhéngigen Eigenelementen. Mit Gram-Schmidt erhalten wir dadurch
eine orthonormale Folge e; mit Ae;j ej. Nun ist e;j 1 also enthaélt
Aej eine konvergente Teilfolge aber

2 . .2 2 P
Aej  Aeg JJ° e ek 2j ] const > 0O:

(iii) Sei Ax; 1X1, 1 kAk 0. Setze

A1t Ajreg?  Txag” 1 g7

Y?X1 ) Ay;Xi Vi AX; VX1 0 Ay ?Xi:
Also ist A; kompakt und symmetrisch und hat den Eigenwert , mit
J 2J KA1k KAk, also hat A ebenfalls den Eigenwert ».

Fuhre das Verfahren mit,
Azt AJfxgixag?

fort. Induktiv erhalt man eine Folge von Eigenwerten ; mit ; mo-
noton fallend, wobei jeder Eigenwert nur endliche Vielfachheit hat.

Falla) 9 2N:A; O,dannist j 1 O mit Eigenraum fxl;:::;xjg?
also Vielfachheit 1.

16



Fallb) 8 j 2 N : Aj 0 und daher ist j i 0. Eigenwerte zu ver-
schiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Fihrt man nun in jedem
Eigenraum Gram-Schmidt durch, erhélt man ein ONS e; aus Eigen-
funktionen mit Ag; jejund  j monton fallend.

Angenommen - ; ¥ O dannexistiertein" > 0mit " 8j2
N, dannist ~e; eine beschrankte Folge aber A-e; ej ent-
halt keine konvergente Teilfolge.

Es gibt keine weiteren Eigenwerte als die soeben konstruierten, denn sei
ein weiterer Eigenwert, dann gilt

AX X; x 0
D E
8j2N: x;egj 0:

Dann gilt

KAXK Afey;iejg? X Afey:ejg?  KXK;
z—}

also ist kAxk 0, d.h. Ax 0 und damit ist 0.

(iv) Sei j vorgegeben und x; Eigenelement zu ;. Eigenelemente zu ver-
schiedenen Eigenwerten sind bereits orthogonal, wendet man auf3erdem
Gram-Schmidt in jedem Eigenraum an und normiert alle Eigenelemente,
erhélt man ein ONS e; aus Eigenelementen.

pD E
Seix 2L, X;: X;ej ej,
j1
X X3 2 ‘<xk2 X3 2 kxKk? :
{—1}
Pythagoras
Nunist x xj 2 feq;:::;e597 und
AX  AX; A X Xj Ajfe, g x
I 2 —f—}
10 kxk

17



Daraus folgt 8 x 2 L: Ax; T Ax mit,
X D E X D E > D E
AX;j X;€j  j€j X;Aej ej AXx;ej ej:
j1 j1 j1

Daher gilt fur alle x 2 L,

X D E
Ax AX;ej ej;
i1
110 —_— XD E
) 8y 2imA:.y Yiej eji «
j1

1-D Das Sturm-Liouville-Problem
1.31 Bsp Eine schwingende Saite kann durch die Di Lerkntialgleichung
x @%u t;x x @2u t;x O

charakterisiert werden, wobei X > 0 die Massendichte und x > 0 die Fe-
derkonstante bezeichnen. Fir die eingespannte Saite sind die Randbedingungen,

u t;0 u t;l 0; t O

Geben wir Anfangsbedingungen in der Form,

u 0;x Up X ; Auslenkung zur Zeitt O;
@u ;X o UL X ; Anfangsgeschwindigkeit zur Zeitt 0;
u
u(t, x)

0 |

Schwingende Saite.

18



an, so besagt der Satz von Picard-Lindel® [, dass eine eindeutige Losung existiert.
Wir sind nun daran interessiert diese Loésung zu finden. Setzten wir

nimmt die Di Lerkntialgleichung die aus der Physik bekannte Form der Wellen-
gleichung an,

02u t;x  c?@2u t;x O *)

Wir wollen nun beim Lésen “naiv” vorgehen und beginnen mit dem Separations-
ansatz

u t;x v tw X:

So erhalten wir

v ccvw®  0;

wordurch sich fur v;w 0 ergibt,

VL 2Woo
— C¢c°—— const:
\% w

Die Konstanz sieht man so ein, dass die linke Seite lediglich von t und die rechte
lediglich von x abhangt. Wir erhalten dadurch zwei unabhangige Di Lerkntial-

gleichungen
v v oo mitv 0 ;v® 0 vorgegeben;
c’w?® w 0O mitw O w | 0:

Fur den Spezialfall ¢ x c const existieren Losungen von w nur fur

19



und Ldsungen von v, fur

A
a— sin jt
vit vj0cos jt Vv]O0 —&=—:
i
Wir erhalten somit abzahlbar viele Losungen von (*),

uj ;x Vj twj X

Die allgemeine Losung von (*) kann man durch eine Fourierreihe angeben,

X
u t;x Wj X Vj X ;
i1
X !
u 0;x wj Ovj 0 up v;0;
i
X 0 ! 0
@cu O;x wj xvy0 up vyO:
i1

Im Folgenden sei mit | stets das Intervall a;b R gemeint.

1.32 Sturm-Liouville-Eigenwertproblem Gesucht sind u 2 C2 a;b ® R, u 0

und 2 R mit,
pu’’ qu ru O (1.1)
Riu U a paua 0

wobei

p2C? ab '"R;p=>0auf ab;

q;r2C? ab 'R ;r=>0;

2 2 A 2 2 .
1 5>0 1 5=>0;

heildt Eigenwert und u zugehorige Eigenfunktion.

20



1.33 Bemerkung. 1.) Spezialfalle mit besonderen Randbedindungen,

1 1 1IN o 2 0O (Dirichlet)

ua ub 0;

1 1 0n o ~N o2 ; (Neumann)

2.) Riu 0 was aquivalent ist mit,
(¢} 1 0 1

@uaA?@ 1 A
u’ a op a

3.) Jeder Eigenwert von (1.1) ist einfach.

» Angenommen uz; Uz sind Eigenfunktionen von (1.1) zum Eigenwert

und fugj; uyg ist linear unabhéangig, dann ist fuj; uy,g ein Fundamental-

system. Die Existenztheorie fur Di Lerkntialgleichungen sagt, es existiert
- . . 0

eine Lésung mit u a pund U’ a p—;.

Da fuj; u,g ein Fundamentalsystem ist, folgt
u CiU; CaoUp

ist ebenfalls Losung, die die Randbedingungen erfullt mit
Riu jua pad a 2 2 o

Riu ci1Rju1  c2R1uU2 ! 0:
Es kann also keine linear unabhangigen Eigenfunktionen zu einem Eigen-
wert geben.  «
1.34 Definition/Satz Seil: a;b und A mit

Au pu’® qu;

eine Abbildngsvorschrift. SeiL: C | ¥ R undh ; i das Skalarprodukt auf L2,
n o
DA U2C?1 'R :Riu Ryu O ; (1.2)
Au Au; firu2bD A :

Dann ist A symmetrisch.
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» Beweisskizze. Partiell integrieren, geschickt Null ergdnzen, zusammenfassen.

«

1.35 Achtung: Falls EW von (1.1) und u Eigenfunktion, dann gilt u 2 D A und
Au ru.NurimFallr 1ist auch Eigenwertvon A.

1.36 Definition Eine Funktion G: 1 | ¥ R heif3t Greensche Funktion zum Operator
A (oder zu (1.1)), falls

1) c2Cl 1R
2) 0:G;6°G2C ; ¥ R und @:1G;@7G stetig fortsetzbar auf ; und »

3.) Fur festes 21 gilt,

AG ; 0; auf Inf g; sowieR; G ; R, G 0:
4) Far 2 a;b :0:G 0; @G 0; pi. =
0:G(Z —0,2)
b | -
Al _)

=] 016(£+0,0)

- T A,
216(Z,2-0)

a b
Definitionsbereich der Greenschen Funktion.

Die Greensche Funktion soll also auf die Dreiecke 1 und » zweimal ste-
tig di Cerknzierbar fortsetzbar sein, die homogene Di Lerkntialgleichung erfillen
und ihre erste partielle Ableitung soll auf der Diagonalen einen Sprung haben.

1.37 Satz Sei G eine Greensche Funktion zu Aund * 2 C | ¥ R . Dann sind aquiva-
lent,
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G Au ~

[
(i) u x Gxy 2y dy. —

a

Existiert G, so erhalten wir einen Umkehroperator zu A und so fur jedes = mit
Au 7~ sofort u.

» “(I)) ()™

u x G x5y 7y dy G Xy 7y dy:

u X G x5y 7 X G Xy 7 X

* g o
@—XG Xy 2y dy @—XG Xy Ty dy
a X
X
@Gx;y’ydy QGx;y’ydy
Ox @x
a X
@ * ¢
u® x @—XG X;Xx 0”x O @XZG Xy Ty dy
@Gxx 0~”x O @szy’ydy
@ ’ ox2
X
> % X @2 2 @2

Wir kénnen damit Au wie folgt auflésen,

Au pu® pu’ qu p——
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O [edsichtlichistu2D A ,dennu2C2 1 ¥ R und

Riu 1u a 2pau’a
p.e]

| 1G ajy 2P ah@lG ay

I
a

d 0:
y y}

RiG ;y O

“()) (ii)”: Die Umkehrung zeigen wir spéter. «
1.38 Satz (i) G istsymmetrisch, d.h. G x;y Gy:xX.

(if) G ist eindeutig, d.h. zu gegebenen Operator A existiert héchstens eine Ei-
genfunktion.

» Seien G; H Greensche Funktionenzu Aund *; 2C I I R .

y dy;

Mit 1.37 folgt,

Au Z: und Av

0 hAu;vi hAu;vi h7;vi hu; i
bl P2 bp
X HXy y dy dx GXxX;y 7y dy x dx:
a a aa
Wir kdnnen im ersten Term die Integrationsreihenfolge andern und im zweiten
die Variablen x und y vertauschen,

PRy
7 X HXy y Gy;X 7 X y dxdy
aa
P b
4 !H xX;y {7Gy;x} y dy dx:
a a
! {z }
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Da ” 2C | ¥ R beliebig ist, kann man ~ setzten, dann verschwindet

das Betragsquadrat, also ist (**) Null. 2 C I ¥ R ist ebenfalls beliebig und
daher ist ebenfalls H G Null, esgiltalso H X;y Gy;X.

(i) SetzeH x;y G x;y ,danngilt G x;y Gy;X.
(i) G ist symmetrisch es gilt daher H X;y Gy;X G Xy . «

» Beweis von 1.37. “(i))(i1)”: Sei Au

» 2

Gx;y ydy Gyix pu'’ qu ydy
a a
x

Gy;X pu qu y dy

a

b
Gy;x pu’® qu y dy
X
2x part. X b
Gy;xpyuy @Gy Xpyuy
y ay x
o !
QDY@le;X gy Gy;x uy dy:
oy
a| {z }

: AG x 0

Wir wissen aus dem Beweis der Symmetrie von G X;y , dass der Term aufgrund
der Randbedingung auf dem Rand verschwindet,

X
Gy, Xxpy uy
! {
0; da stetig:

y

L b
|3

0; wegen Rju R;G ;x O

L

@G X O;Xx p X uXx 016G X O;X p X uXx
1

lpux ux:@ «
P .

1.39 Konstruktion der Greenschen Funktion Folgende Aussagen sind aquivalent,

(i) Zu A existiert eine Greensche Funktion.
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(i) 0 ist kein Eigenwert von A & 0 ist kein Eigenwert von (1.1).

» “())(i)”: Aus Au 0 folgt, u ? G 0dy 0.u Oistdieeindeutige Losung
dieser Gleichung aber kein Eigenvektor und daher ist 0 kein Eigenwert.

“(in ()" sei 0 kein Eigenwert von A und u;;u, 2 C2 1 I R Lésungen
von Au 0 mit up;uz Ound Riu;  Ound Rpuz 0. Die Existenz folgt aus

dem Satz von Picard-Lindelo L1
Angenommen u; cupy, dann gilt Riu; 0 nach Voraussetzung und

Roui;  cRuy 0O;

dAu; 0;) u; O:
Die Wronskideterminante ist gegeben durch

u; X Uz X

W x
ul x  ud x
Nun ist
w9 x @% up x Uy x Uz x ul x uu?  uu?
1 0,,0 1 0,,0
ug — prus qu2 rus Uo — prujy qu1 ruz
P P
1 00 0 0 p°
— uiu,p ujuzp —W X ;
P 2 . p
0
wo x Pl x
P
Dies ist eine spearierbare Di Lerentialgleichung. Durch Nachrechnen erhéalt man
W x DLX. fuj; us,g ist linear unabhangig, also ist W x O und daherc O.
Setze
8
2 %uz u; X; a X b;
G Xx; -
1 .
- ZU2 X Uzx , a X

Cc

Dann ist G eine Greensche Funktion, denn

1) G2C 1 | ¢ R isto[edsichtlich.
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2) 0:1G;@2G ist stetigauf 1, » und stetig fortsetzbar auf 1, ».
3.) Sei 21 fest, dann gilt
X< DG ; %uz u ) AG ; 0; R1G 0;
x> )G ; %ul u, D AG ; 0; R,G 0:
4.) Fur den Sprung an der Diagonlen erhalt man,

06 0 026 0 up U ul  u

140 Lemma 9c2R8uUu2D A :hAu;ui  ckuk?
» Ubung. «

141 Satz 1) Esgqiltinff 2R : istEWvon (1.1)g> 1.

2) Falls 1 1 0 (Neumann) oder » 2 0O (Dirichlet), so gilt

ming X = _

inff 2R : istEWvon (1.1)g :
maxr X

1.42 Satz Sei d 2 R kein Eigenwert von (1.1) und G° die Greensche Funktion von

Al: A dr:
und seien
q q
Gx;y : rxGxy ry;
DK : CIT'R;
Z
K? x : G Xy vy dy;
1
dann ist 0 kein Eigenwert von K und es sind aquivalent
(i) Lod st Eigenwert von (1.1) mit Eigenfunktion u p%v .

27



(i) 1d ist Eigenwert von K mit Eigenfunktion v p?u .

» GP existiert da das Sturm-Liouville nicht d als Eigenwert hat und daher das
“verschobene"Problem

pu’’® qu ru dru O

nicht d 0 als Eigenwert besitzt.
Angenommen K” x 0, dann gilt

z g Z q

0 Gxy 7y dy rx G'xy ry
1 |—{z=} 1

7 q >0

ao G'x;y ry ~vydy:
I

y dy

Aus 1.37 folgt, AO pF’ und daher ist = 0 also kann O kein Eigenwert

von K sein.

i aAu rua A dr u dru
Z

aux G’ x;y dr y uy dy

I
q Zq g q
alrx{ux} d rxG x;y ry ryuy dy
z |
Vv X

Z
av x GX;y vy dy av d Kv
I

1 .
a——vVv Kva il «

|_:{z35

1.43 Lemma 1.) K ist symmetrisch und kompaktinL: C 1 ¥ R .

2) imK p?u:u2DA .

» 1.) Die Symmetrie folgt direkt aus G X;y G y; X . Zur Kompaktheit
siehe 1.25.
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z
v2imKa 9”7 2C I TR v X G Xy 7y dy
I
q__~Z q
av x r x G'x;y ry =y dy:
! |—{z—}
2L 1R

R q
In 1.37 haben wir gesehen, dass | G’ x;y | r y{ z y} dy 2D A . «
z

2L I1IR

1.44 Satz von Sturm-Liouville (1.1) besitzt abzéhlbar viele Eigenwerte j;j 2 N. Es
gilt

1) ;¥ Aforj 1?1,
2.) Jeder Eigenwert hat Vielfachheit 1.

3.) Die Eigenfunktionen uj kdénnen so normiert werden, dass die pFuj ein
ONS bilden. Dieses ist vollstandig in L2 | . ~

» “2.)": Siehe 1.33.

“1)™ ist Eigenwert von (1.1) ist quivalent zu —L5 ist Eigenwert von
K. K ist symmetrisch und kompakt besitzt daher abzahlbar viele Eigenwerte
und i 0.

“3.)”: Da Eigenwerte von (1.1) einfach sind, sind auch die Eigenwerte von K
einfach. Da K symmetrisch, sind die Eigenfunktionen vj orthogonal. Normiert
man diese, bilden sie ein ONS. Da r > 0 bilden auch die v; pFuj ein ONS. Der
Hauptsatz sagt nun, dass dieses ONS vollstandig in imK ist. Satz 1.37 besagt,

imK 'ru:u2D A

Der Abschluss hdngt nun vom umgebenden Raum ab,

imk“ """ clIR:

2
imk- ""F 21 IR «
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1.45 Bessere Konvergenz Sei K R™ kompakt, G2C K KU!'R ,L: CK1IIC,

G X3y Gy:;X,
z

Bf x : Gxy fy dy; y2DB : L;
K

ej Folge der orthonormierten Eigenfunktionen mit zugehdrigen Eigenwerten j.
Dann konvergiert fur £ 2 imB die Fourierreihe

XD E
T f;ej €j;
i1

gleichmé&Rig und absolut in K.

» 1) ¢g2C K ¥ C ,denn
Z
it X G Xy e y dy;
K

ist stetig in X und daher ist e; stetig.

2) Seif Bgundg 2L, dannist

D E D E D E D E
Tlej Bg:e;j 0; Bej i gej
2 2
MN D E My D E
fiej e X i g;ej e X
i N i N
N>M- D E ,MxN 2
g.¢j je X
[ R ¥ S R
" fur N>N-~ Bessel cs:u:

Betrachte zur Abschatzung des 2. Faktors,

z D E
jej X Bej x G Xy gy dy G x; ;& ;
K
M 2 MAN D E
jej X G X; ;ej kG X; ki2k <1: «
J N J N
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Loésung der Wellengleichung

Wir wollen nun die entwickelte Theorie dazu verwenden, das Motivationspro-
blem der schwingenden Saite zu Beginn des Kapitels zu 18sen. Betrachte dazu
das Rand- und Anfangswertproblem,

P2ut;x cx2Qut;x 0 t Ox2I; (1.3)
xu t;a  @xu t;b O
uo;x goXx; @u0O;x O t O;x21I:

Die Randbedingungen entsprechen also einer Saite mit freien Enden. go gibt ihre
Anfangsauslenkung an.
Zur Losung betrachten wir folgendes Sturm-Liouville Problem

1

00 .

u” X u x 0; 1.4
c2 x (1.4)

uWwWa u'b

Obwohl dieses Problem nicht mehr zeitabhangig ist, werden wir sehen, dass wir
damit (1.3) 16sen kdénnen.

Wenden wir den Satz von Sturm-Liouville auf (1.4) an, so erhalten wir als
Losungen die Eigenfunktionen uj mitEigenwerten ; und j ! 1.Die %uj
bilden ein VONS von L2 | , wir kénnen also go entwickeln zu,

i, X111
CgO ) CgO'C i Ui
j 1
X 1 1
ago c9or JYi Uy

i1
Wir wissen von die Fourierreihe jedoch nur, dass sie beztglich k k, konvergiert,
Uber die punktweise Konvergenz kdnnen wir noch keine Aussage machen.

Proposition Die Reihe
X q— 1 1
u t;x cos jt  —Qoi -Uj Uj X ; (1.5)
. c c
j 1
konvergiert unter moéglichen Zusatzvoraussetzungen punktweise fir t 0 und
X 2 1 undlést (1.3).
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Im Folgenden wollen wir die Aussage beweisen und die Zusatzvoraussetzun-
gen, die wir an das Problem stellen mussen, erarbeiten. Wir werden daher in ei-
nigen Fallen annehmen, dass Eigenschaften erfullt sind, Gber die wir noch nichts
aussagen kdnnen.

» Beweis der Propostion. 1.) Anfangsbedinung.

X 1 1 !
u 0;x 1 —Jo;, —Uj U X do X ;
i [ c

falls die Reihe punktweise fur jedes x 2 | konvergiert.

, Xd4d— a— 1 1
@ru t;x i jsin jt  —gos—uj uj; X 0;
to i c c to

falls die Reihe mit @; vertauscht.

2.) Randbedingungen.

X 4= 1 1 o
uta cos jt “do;-uj uj a ;
i1 ] c9o g4 223

da uj Losung von (1.4) ist. u t;b analog.

3.) Dilerkntialgleichung. Falls @t2 und @2 mit der Reihe vertauschen, gilt

> X a— 1 1
Ofu t;x j cos jt 90U Uy X
it
9— 1 1
02u t;x cos  jt  —go; U up x:
it

uj’ erfullt die Gleichung (1.4) und daher gilt

2 X 49— 1 1
Oxu t;x cos jt 290 CUj

—_u; x:
. c cz2x
j 1

Damit ist @2u t;x ¢ x 2@2u t;x  Ound u I6st (1.3).
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4.) Konvergenzfragen. Wir betrachten zunachst die Vertauschung der Reihe

mit @7. Es gilt
* +
i g0 tu; g0 Ay ~ goscul! D@Jo'U‘?OE
i 90 Ui c 90 Ui . c 9o: CU; ' Hj
Jo; Auj adiuj ;
falls go 2 D A . Somit gilt,
— 1 1 b 00 E
cos jt o Ego;guj uj X 1 g Uj uU;j X
> +
X D E X 1
D gd;uj uj x c X cgd; Zuj  =u;j
fi} £
ej ej

] ]

ist eine Majorante, wobei e; das ONS aus Eigenfunktionen zu K ist. Mit

1.45 folgt, dass

XD E
cgliej ej x

gleichmaRig bezuglich x 2 | konvergiert, falls cg? 2 imK. Nun ist

imK pFu:uZDA :

Cp—
wobei " r %

WeierstraR-Kriterium folgt daher, dass die Reihe,
X a— 1 1
j cos jt Ego;EUj uj X ;

il {z 1

1 L J

also muss gop 2 D A vorausgesetzt werden. Mit dem

gleichméRig bezuglich x 2 | konvergiert. Die gefundene Majorante héngt
aber nicht mehr von t ab, also konvergiert (*) auch gleichmagig furt 0.
Wir haben bereits gezeigt, dass die Reihe
X q— q— 1 1
jsin jt Ego; Euj uj X

12 g )

&

3Siehe Beweis zu Satz von Sturm Liouville
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firt O konvergiert. Mit dem Satz aus der Analysis folgt somit, dass man
@t und (**) vertauschen kann und (**) ebenfalls gleichméRig konvergiert.
Nun konvergiert auch (1.5) absolut und gleichmaRig beztglich x 2 | und
t 0, da sich (1.5) und (*) nur durch den Faktor ;j unterscheiden und
j ¥ 1, also ist (*) eine Majorante von (1.5). @t2 lasst sich somit mit (1.5)

vertauschen.

Xcos q7—t ooty wo

. j Cgo, CuJ uj X
konvergiert ebenfalls gleichmaRig (siehe (*)), da u;j die Di[Cerentialglei-
chung efullt. Setze

X  a_

cos t 1 'lu uw x ;
j =do; —Uj U: X ;
i cg cUi Y

1= 2 }

dann konvergiert (***) aufgrund der Randbedingung fir x aund x b,
wir kdnnen also wieder den Satz aus der Analysis anwenden und erhalten,
dass (***) absolut und gleichmaRig konvergiert. Wir kénnen somit @2 und
(1.5) vertauschen. «

Der folgende Satz fasst die Voraussetzungen an (1.5) zusammen.

1.46 Satz Seien

n (o]
DA: u2c?21tIRrR :uWa ub o0:;

go und c2g¥ 2 D A, dann besitzt (1.3) eine Lésung gegeben durch (1.5).

1.47 O [ede Fragen 1)) Ist die Losung von (1.3) eindeutig?

2.) Wie verhélt es sich mit anderen Randbedingungen?

3.) Kénnen die Voraussetzungen weiter abgeschwécht werden?

» 1.) Ja, man kann dies zeigen.
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2.) Fir unseren Beweis war es maRgeblich, dass u’® a 0. Der Beweis klappt
jedoch auch fur andere Randbedingungen, man muss in diesem Fall u’
durch u und u® interpolieren.

3.) Ja, néheres sagt der Satz von Merces. «

q_
1.48 Bemerkung. Die Funktionen cos jt u; x sind die Eigenfunktionen des Sys-

tems. Die Losungsstruktur (1.5) ist sehr allgemein und ergibt sich auch bei viel
allgemeineren Problemen.

1-E Sinus-Cosinus-Reihen

SeiL: L? ; und
8
Elont i o
€j gchos ij ; jTlZN,
. in J i .
P sin 73X 52N.

Die e; bilden ein ONS in L. Man kann mit Hilfe des Sturm-Liouville-Problems
zeigen, dass dieses ONS vollstandig in L ist, d.h.
*x D E
X X;ej ej;, 8x2L:
j1

Dies ist aquivalent dazu, dass die Parsevallsche Gleichung fur jedes x 2 L gilt,

% D E,
X; €j kxkz; 8x2L:
jo1
Die fur unseren Fall Ubliche Notation fiir Fourier-Koe [ziehten der Fourierent-
wicklung von F ist

Z
1
aj — T tcosjt dt; J2N;

z
1
by — F tsinjt dt; J2N:
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Die n-te Partialsumme der Fourierreihe ist gegeben durch

agp X - -
Sn X — ajcos jx  bjsin jx
2
j1
S X limsy X :
jra

Die Vollstandigkeit besagt nun, dass s, ¥ I 0. Im Folgenden wollen wir
zusétzlich die punktweise Konvergenz s, x I f x betrachten. Fir £ 2 C2
haben wir bereits gesehen, dass die Reihe auch punktweise konvergiert.

1.49 Beobachtungen. 1.) Ist ¥ auf R definiert und 2 -periodisch, so kdnnen die
Integrale beliebig verschoben werden,

z Zc
1 1
aj — TFftcosjtdt — f tcosjtdt; c2R:

[

2.) aj;bj und damit s andern sich nicht, wenn T auf einer Nullmenge abge-

andert wird.
3.) Zur Definition von a;j; bj zu f reicht f 2 L! ; L2 ;
1.50 Lemma Falls ¥ 2 C? ; 1 C , dann gilt
z
lim ftcos It dt O *
11
z
lim ftsinitdt O
11l

» Wir zeigen die Behauptung nur fir den Sinus, sie folgt fiir den Cosinus analog.

Z Z
1 1
f t sin ¥t dt — f t . cos It — f%t cos ¥t dt 10 «
P B0 il SO I Y i
iiCr 1 ii Cpo 1
1.51 Lemma von Riemann Falls f 2 L! ; gilt ebenfalls (*). —
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1.52

1.53

» Seif 2 L1 ;. ,"=>0fest.C! ; liegt dicht in L1 ; , d.h.

9f.2¢ct : R A

Es gilt nun unabhangig fur ¥ >0,

z Z
ft Ff.t sin It dt ft f.t dt

Aus 1.50 folgt,

Z
fot sin ¥t dt <"

fur ¥ > 1. |nsgesamt ergibt sich,

Z Z Z
ftsin It dt f f tsin It dt

<2

fur 1 > 0. «

Lemma Fur ¥ 2 L ; , 2 -periodisch fortgesetzt gilt,
z sin n %t
Sn X f x fx t f x —
2 sin 3
I {z }

wobei (**) stetig erganzbar beit 0.

Far den Beweis bendétigen wir noch etwas Vorbereitung.

Krierium von Dini Essei f 2 L1
und

Dann gilt ¥ x r!'!n:]LS” X .
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» Wegen ¥ 2 L und der Integrationsbedingung gilt

fx t f x

t - = 2! ;
9 t
Mit 1.52 folgt
Z
1 t .
Sn X f x — gt £ sin n t dt
2 sin 3

Nunistg 2 L! und

ist stetig fortsetzbar, also ist auch das Produkt in L*
sin >
und damit ist der ganze Integrand L! und das Integral verschwindet nach dem

Lemma von Riemann. «

» Beweis von 1.52.

VA
Shn X ftdt
1 X ?
— f t cos jt cos jx F t sin jt sin jx dt
j1
2, % Z 3
2i4 f t dt ft elxt it x g5
j1
z 1 X
— e Xt f ¢ dt
2 i
| A
Dh X t
Nun gilt fUr Dp,
. b i2n 1
2 Dpn eij J-] nem el e in 1 e |
ion io 1oe
_ein} gini  gin} 2isin n %
e i1 i1 i1 1
I {ZeZ } e "2 e’z 2isin >
1
1
sin n 3
sin %
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1.54

1.55

Dn nennt man den Dirichlet-Kern. FUr die Partialsumme gilt daher

Z
Sn X ftDL,Xx t dt:

Fur den Spezialfall f 1 konstant, sind alle aj;b; 0 auBer 22, d.h.

Z
Sn X 1)) Dh x tdt 1:

Nun ist D 2 -periodisch, d.h. D 2 Dn ,also gilt auch
Z
Dn d 1: *)

T ist ebenfalls 2 -periodisch, wir kdnnen also das Integral verschieben,

z Zx
Sn X ftDhXx tdt ftDhXx tdt
X
z
t x
T X ng d «
Dn
Satz Das Kriterium von Dini ist erfullt, falls ¥ 2 L?! ; , 2 -periodisch

fortgesetzt, holderstetig in x ist, d.h.

9 >09 =09c>08t2 ;o Fx t Fx cjtj
und
Z Z
f t f
% dt ¢ jtj ‘dt 2c— <1:
Erweitertes Kriterium von Dini Sei f 2 L? ; , 2 -periodisch fortgesetzt
und X 2 ; eine Unstetigkeitsstelle 1. Art, d.h.
Z
f t f 0
x x dt < 1;
t
0
2
f t f 0
x X dt < 1;
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so konvergiert die Fourierreihe in x und es gilt,

1
limsp X —fx 0 fx O =
nil 2
Bsp
8
f 2O; X < 0;
X
?1; 0 x ;
81
g5 x J0;
)Ii!mlsnx %o; <X <0;
-1, O0<x<
» Der Dirichletkern ist symmetrisch, D D und es qilt,
z z 1 2 1
D d 1 = =
n D > >
(0]
Wir kbnnen somit schreiben,
1 z 2
EfxO fx O f x 0D, d f x 0Dn
0
Satz 1.52 besagt nun,
z
Sh X f x tDpt dt;

es folgt somit,

1
Sn X Efxo fx O
Z 2

fx t fx 0 D,htdt fx t fx 0 Dhtdt

ofurn 1 1 «
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1.56 Lipschitzkriterium Seif 2C R ¥ R, 2 -periodisch fortgesetzt und
9 >0c>0:8xx"2R: fx Ffx° c x X°
Dann konvergiert s, auf R gleichmaRig gegen f.

» Seix 2 ;o ,und " >0.

1.) Aus 1.52 folgt

z sinn%t cz__ljtj
fx t fx — dt — jtj dt:
2 sing 2 sin%
- o _ _
? Jt kann stetig in Null fortgesetzt werden und hat daher ein Maxi-
sin 3
2
mum d auf ;. Esgilt
Z
cd w1t 2cd
2 Y 2
Und daher ist
Z
fx t fx jDytjdt<™;
firo< <
2) Wéahle nun 2 0; -~ fest. f ist stetig auf ; , das Intervall ist kom-

pakt, also ist ¥ dort gleichmaRig stetig, die 2 -periodische Fortsetzung
ist somit gleichméaRig stetig auf ganz R. Wahle nun eine Zerlegung des
Intervalls,

so dass
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far 3 t j 1,j m.Danngilt

mx1 L2
fx fx t jDhtjdt

|

a1 £t
fx fx t jDhtjdt

im

1

Sinz

3.) Definiere fur festes x die Treppenfunktion
ot fx G, fur ; t< j 1

Dann erhalten wir,

Z
ox t f x Dhtdt
n)(l Z: er(l 71
f x j fx Dpht i
i1 jim
] 2 J 3
n)(l I1 2rp(1 71
2max f 9 Dn t dt Dnt dt 5 *)
R j 1 jm j

Der Dirichletkern ist unabhangig von x und es gilt,

71 71
1 . 1
Dh t dt ———sin n — t dt 'O
2 sing 2
j i —{z—=
2ct

nach dem Lemma von Riemann. Damitistj j <" fur n > N- und
Sn X fx <"

fir n > N- und unabhangig von X. «
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1.57 Bemerkung. Wenn £ 2 C! R*R und 2 -periodisch, dann gilt

0o MWs o . 0 0 0 .
f x f x T xi X X max f X X
R

und damit ist die Lipschitz-Bedingung erfullt.

1.58 Komplexe Darstellung

X D E
Sn X fiej e x;

1 .
ej X pzze'lxz
Die ej bilden ein vollstandiges ONS von L? :

» Aus dem Beweis von 1.52 wissen wir,

z 1 X X z e iit eiix
Sn X 5 el X UF ¢ dt pzzftpzidt:

i n jon

Anders angeschaut erhalten wir so

1 ..
ej X pzzeux;

X D E
Sn X fiej e x:
j n
ej istein ONSin L? ;. denn
8
D E 4 7 21 i k
€j; ek e etd kx ik
! 1le x A .
2 ?2— 7k 0, J k
X
c ;¥ C liegtdichtin L? . ,wahlenunzu f 2 L2ein f 2 C}

mit £ F , < ", Setzt man f 2 -periodisch fort, erhdlt man f 2 C* R 1 C .
Sei S, die Fouriersumme zu F, dann gilt,

> ;

5, f <
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1.59

fur N > N~ und daher ist,

5, T §,x f x dx "%

Damit gilt,

Der letzte Summand ist die Fouriersumme von T ¥, da die Fouriersumme linear
in F ist. Die Besselungleichung besagt nun, dass

Ksh snk F F <™
somit ist
f f, <3 furn > N-:
Also ist das ONS e; vollstandig. «
Wir haben also drei Konvergenzméglichkeiten.
(@) Ist ¥ 2 L2, so konvergiert s, 1 f bezuglich k k.
(b) Erfallt ¥ das Dinikriterium in X, so konvergierts, x ¥ ¥ X punktweise.

(c) Erfallt ¥ das Lipschitzkriterium, so konvergiert s, % ¥ glm. beztglich x.

Andere Intervalle Sei ¥ 2 -periodisch und erfille das Lipschitzkriterium, so ist
auch

2 -periodisch und erfullt ebenfalls das Lipschitzkriterium.

» Sei sp die Fouriersumme von g,

Lx x g ° Lt
f — : gx limsy, x lim — e Ut — eUXdt:
nil n!lj n 2
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1.60

Substituiere s 5, soist dt [ ds,

. ij-S ij
im — e YTF s e¥*ds:

1 iij -2 i Y
im — e "YTFf s dselT:
. 2L
J n L

fy

Es gelten nun dieselben Satze mit fj y : eYtY anstelle von ej.

VONSinL? LiL . «
Ldse die Di Lerkntialgleichung,
ay®x by’x yx fx; L x L
mit

v L yvL; v L y'L; ab2RrR

T;

ist ein

Entwickle ¥;y;y? und y® und rechne formal, d.h. man geht davon aus, dass

die Objekte die Voraussetzungen fur alle verwendeten Operationen erfiullen und

pruft erst abschlieRend welche Bedingungen gestellt werden mussen.

X D E
f x f.f fj x;
j 1
X D E
Y X v f x;
j o1
X D E X D Eij
v x v T fj0 X v:fj ——Fj x;
i1 i1 L
. X D E » X D Eizjz 2
y© X VT fj X VT 2 fj x:
i 1 i 2

Wir gehen hier davon aus, dass Ableitung und Reihe vertauschbar sind. Setze

nun die Entwicklung in die Di Cerentialgleichung ein,

X j2 2 ij °D E X D E
2 a Tb 1 vy f f.f fj x:
i1 i 1
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Wir wissen bereits, dass wenn die Fourierreihen in jedem x Ubereinstimmen, die
Koe [ziehten gleich sind. Es gilt daher,

D E 1 D E
—Y ¢t 3
Cd
X D E
Jy X j F.f fj x:
1

Wir wollen nun die Voraussetzungen an f erarbeiten. Sei f 2 C! R I R 2 -
periodisch, dann konvergiert[siie F%uriersumme von F gleichmaRig. Durch par-
tielle Integration erhalt man, T;f; 19 Die Reihe
X D E
y X j B.f fj x
i1

konvergiert gleichmaRig, denn

D E ¢
i f;fj fj X G;
J
Weierstrass Kriterium. Die Reihe
X i D E
0 1] L E-F. F. .
Yy X -— j F.f f x;
. L
j 1

konvergiert gleichméagig, denn

D E

ij :
i f,fj fj X

L j2
Nun ist

1
y* S f byl y
und die rechte Seite konvergiert gleichmaRig, also konvergiert auch y® gleich-
maRig.

Somit sind alle Voraussetzungen zur Vertauschung von Ableitung und Reihe
erfullt und y 2 C?2 erfillt die Di Cerentialgleichung.

ZO 1
X .
y X @ jel X AFf t dt:
S R }
G xt
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G x;t ist die Greensche Funktion zum Operator,

Lu: au® bu® u

Die Greensche Funktion ist im Komplexen nicht mehr symmetrisch sondern her-
mitesch.
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2 Fouriertransformation

2-A Grundlagen
2.1 Definition Fur # 2C1T R ¥ C und j;k 2 Ng sei

. if k
T jx: sup xXIf " x
X2R

Furk 1list f ;. eine Seminorm. Der Schwartzraum® Gber R ist definiert als
o

n
SR: f2C*RIC :8jk2No: f <1 : ~

2.2 Bemerkung. Mit
X 1 f g ik

ik
jk R Y P

df;g

wird S R zu einem vollstandigen metrischen Raum.
23 Bsp 1) f,x xle 2SR, 8j2No.

2) 2 x SR, 8j2No.

1
1 x21

3.) Betrachten wir die Funktion,

1

8 1
e 12 x<1
=

f3 X .
0; x 1
y
1/e
PN
— +—
~1 1 X

Graph der Funktion F3.

“Laurent Schwartz (* 5. Marz 1915 in Paris; T 4. Juli 2002 ebenda)
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O [ensichtlich ist f 2 CT R I C und suppf 1;1 . Damit haben
auch alle Ableitungen kompakten Trager undes gilt f 2S R .

2.4 Eigenschaften 1) S R ist eine R-Algebra ohne Einselement.

2) Seienf 2S R, j; k2 Np und
gx xifk x:
soistauchg2S R .

» Der Beweis ist eine leichte Ubung. «

2.5 Definition Fur £ :R ¥ C heil}t

suppf: x2R:f x 0
der Trager bzw. Support von f.

CfRYIC: Ff2C1TR1IC :suppf istkompakt :
O [ensichtlichist C: R¥C SR. ~

2.6 Fouriertransformation Fir f 2S R heil3t
a
1 i¥Tx
192: f xe '"*dx
1

Ff x

die Fouriertransformierte von f.

2.7 Bsp Wir wollen die Fouriertransformation der Funktion

X2
f x e 2z
berechnen,
a
P—~- X2 gy
2 L] e ze '""Xdx:
a1
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Quadratische Erganzung ergibt,

o 2 . L2
2 fu e 2 20 2o Ty o7 ez xi'? gy
* I }
2 (s.u)
p__
2 £ 1

T ist also Eigenfunktion der Fouriertransformation mit Eigenwert 1.

Wir wollen das = 2 nun Integral explizit berechnen. Dazu bedienen wir uns
der Funktionentheorie, denn ¥ z ist ganze Funktion. Es gilt somit

Z Z Z Z
fz dz fz dz fz dz ~fzdz

R 1 2 R

Y1 Y2

Yr

Konstruktion der geschlossenen Kurve

it R2
f z dz sup fz L ;3 sup e 2 Ll
1 z2im 1 ot ¢
R2 2iRt t2 R2 12  Rpu
sup e 2 1 e zez 1Mo
ot ¢t

Analog erhélt man

Z
fzdz "0, furR 1Y 1;
2
somit gilt
z z z . b
fz dz fz dz e 2 dt 2
R "R 1
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2-B Eigenschaften der Fouriertransformation

2.8 Satz Fur f 2 S R, j; k 2 Ng gelten,

fi ivIf
gx xKFx DGV ikFk ¥
gx xKFI x )g v ikixifk ¥ —
» 1) Seij 1.
1 p:3
o u P>= 0 x e ""Xdx
T2 3
) 1 1 2
part"m'pzz f xe ' iv fxe "dx
| {z J} 1
0
inf 1
Rest folgt mit Induktion Gber j.
2) Seik 1.
g X xf x
A a4
g x pl— f x xe "Xdx ipl— Fx O e itxgy:
2 . 2 . dr '

Der abgeleitete Integrand konvergiert gleichmagig, wir kbnnen also Ablei-
tung und Integral vertauschen,
a
. d

& . d 1 i¥x
g x |szzlfxe dx Id!

Wir sehen also insbesondere, dass f dierenzierbar ist. Rest folgt mit

Induktion Uber k. «

29 Satz F:f , f ist eine lineare Abbildungvon S R nachS R .
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» Die Linearitat folgt direkt aus der Linearitat des Integrals. Seinun f 2 S R,

a4
~ 1 )
sup £ 1 sup P=— f x e "Xdx
12R 2R 2
1
1 p:8
sup P=— fx dx<21
2R 2

Setzeg x XxKFJ x ,soistg2S R undg ! il 1If K 1 wobei
sup ¥ifk x sup § ' <1;
12R 2R

alsoistf 2S R . «

2.10 Bemerkung. F:S R ¥ S R ist stetig.

2.11 Satz F:S R ¥ S R st bijektiv mit,
1 ~ 1 ifx .~
F "g x g X 192: glte dr:
» 1) Seizunachst ¥ 2 C§ R . Wahle " > 0 so, dass

supp 1.1

Dann kann £ %-periodisgh fortgesetzt werden. Die Fortsetzung ist Ct R ¥

C . Entwickeln wir f in %; L in seine Fourierreihe,
z
X 1 TE:
f x - Fte' " dt
i 1" 1
*
x o Z

> ftell Tgtell ™
i

HE
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h i

Da f kompakten Trager L1 hat, kénnen wir Ubergehen zu,
x o2
f x ftell "tdrell ™
j 1 1
I {z }
2 fj "

1 X -

P= " ored
2 .

j 1

Diesen Ausdruck kann man als Riemannsumme mit Schrittweite
pretieren. Fur " ¥ O erhalten wir so,

y:
f x 191: f 1 el’xgn
2
1

N

ten,

e R2C}R.

8
gL xi R

® p X 50; jXj R 2;
-2 0;1; sonst

e 2. ¥  cunabhangigvonR.

Wir werden im Anschluss an diesen Beweis zeigen, dass so eine Fu
Uberhaupt existiert.

Furf 2S R sei

Or: r T:

"inter-

Seif 2S R und g eine Abschneidefunktion mit folgenden Eigenschaf-

nktion

O [endsichtlich ist gr 2 CO1 R . Wir kdnnen nun die Ergebnisse aus 1.)

verwenden. FiUr jxj R gilt,

a
f x Ogr X p;': (jR !e'!xd!,
1
a
gr 1 p;: R X F x e "dx:
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Sei nun ¥ fest, dann gilt

iTx

e RXFx Te l"™F x:

Da aulerdem f 2 S R gilt weitherin,
C .
1 x2

Wir kdnnen somit den Satz Uber majorisierte Konvergenz anwenden und

rR X F X f x

erhalten,
A a
e "™ oxFxdx 1 e '"™Ff x dx:
1 1

Fur ¥ fest konvergiert also gr ¥ ¥ f ¥ fur R ¥ 1. Wir wollen nun
noch einmal die Fouriertransformation ausfihren und die majorisierte
Konvergenz verwenden. Dazu bendtigen wir eine weitere Majorante,

a
1 R
Gr I 92: R X F x e "%dx
1
a
int. 1 1 :
2X par.int. pz: — R X f x 00e I!de : (*)
T
Nach Voraussetzung gilt,
iRis R R
£ Of - fO c
; ; 1 x2

und damit ist

*

1 w2

Mit dem Satz Uber majorisierte Konvergenz folgt,

1 Y p:8
fx limp= gg ! e'"dx f 1 ei’>gx:
R11 2
1
Auf im F gilt also,
a4
FIf pio T 1eilxdu
2
1
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3.) Wir erhalten das gleiche Ergebnis, wenn wir e '** und e ** vertauschen,

a4
f 1 191: f x e "¥dx
2 4
1 4
d>F x = fxe  ™dx FFf:
1

Istalso ¥ 2imF, soistauch f f 2imFundf2SR. «

2.12 Bsp Durchbiegung einer unendlich langen Schiene.

X

()

Schiene mit Kraft f x und Durchbiegung u x .
Beschreibe u x die Durchbiegung einer Schiene hervorgerufen durch die
Kraft ¥ x . u x erflllt folgende Di Lerkntialgleichung,

u? x ‘ux  f x:

Nehmen wir an, f;u 2 S R und wenden die Fouriertransformation auf die
Di LCerkntialgleichung an,

i‘14g 1 ‘0 fr:

Fur die Fouriertransformierte der Loésung gilt somit,

Die LOsung ist gegeben durch,

A -~
1 1 in )
u X 92: ﬁe' Xdon:
1
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Wir wollen nun unsere Annhame Uberprifen.

f2SR Df2SR D

+—22SR DuU2SR:

Es muss also lediglich gefordert werden, dass f 2S R .

Dies ist eine lineare Di [erkntialgleichung 4. Ordnung, der Lésungsraum ist
also 4 Dimensional, unsere Lésung ist somit nicht eindeutig. Man kann jedoch
zeigen, dass man so die einzige Losung erhalt, die “schnell abklingt” (2 S R ). So
lange wir also Schienen mit endlicher Ausdehnung betrachten ist diese Losung
die einzige.

2.13 Abschneidefunktion Es existiert eine Abschneidefunktion g fir R > 0 mit den
in 2.11 geforderten Eigenschaften,

(i) rR2C3} R.

8
gl; ixXi R
(i) rXx %O; jxj R 2
-2 0;1; sonst
i) &% ; % cunabhangigvonR. ~
» Sei dazu,
8 1
i 2ce 1x2; jxj <1,
] X ;
?O, sonst:
c _r .
R 1
e 1x2

1
J hat o [endsichtlich die Eigenschaften,

p:3 2
J x dx Jj x dx 1,
1 1

supp j 11
jJ2CrRIR;
J x 0:
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Setze nun,

a RZ1
R X @ ix y R 1R 1 Y dy Jx
1 R 1

so folgt unmittelbar
R2CTRIR:
Far jxj R gilt,

X7 1
R X jx ydy 1
x 1

Fur jxj R 2qgilt,

RZ1
R X Oody O:
R 1

J ist positiv, also ist auch g positiv und

p:8

R X Jx ydy 1
1

AulRerdem gilt,

a4 4

R ix ydy °7Y  jkzadz
1 1
y:
j¥z dz 2max j* z

und die rechte Seite ist unabhangig von R. «

2.14 Plancherel Gleichung Fur £ 2 S R gilt,

szR fLZR:

57

y dy;



LIJR/jy\ﬂ(x—y)

T 1 | |
O -1 R+1x+1 %

Verschiebung.

» 1) Seizunachst f 2 C3 R .Wiein 2.11 sei
supp f

Mithilfe der Parsevall-Gleichung in L? %; L und dem VONS

rﬁ
e X —ell "X,
] 2
erhalten wir
1 2
x b E, x % .
L L2 1.1 f,ej ft Ee" tdt
i 1 i1
X u R 5
-2 fj "
i 12

Dies kdnnen wir wieder als Riemann-Summe interpretieren. Far " ¥ 0O
erhalten wir so,

2.) Verwende nun die Abschneidefunktion g und zeige firf 2S R,
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2.15 Korollar Fur f;g2 S R gilt,

D_ E
;0 2R LHe] LT

L2 R’

» Wir fuhren das Skalarprodukt mittels folgender Identitat auf seine erzeugte
Norm zurick,

1

ngz f g if ig? f ig?:

L] «

Die Fouriertransformation ist also eine bijektive in beide Richtungen stetige
Abbildung, die Norm und Skalarprodukt erhalt.

Wir wollen die Fouriertransformation von Produkten von Funktionen betrach-
ten. Dazu bendétigen wir noch den Begri Cdér Faltung.

2.17 Definition Fur f;,g2 S R st
a

fx ygy dy;
1

die Faltung von f mitg. —

Bsp R J R LR 1-

2.18 Satz Seien f;g 2 S R . Dann gilt,

1) f g2SR.

|

2)

-,
«Q

P f g,
5 .
2

f g

|

-,

g

3.) Die Faltung ist kommutativ und assoziativ,

f g g f; Ff g h f g h 7

» “2)™
b 2 . D ___E
2 f g1 f xgxe '"Xdx g;e'!fL2R
1
4 3
@;e‘i!'f g o

e IXIf x g ix¥gydul
1 1
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Nun ist

2 a4
e IXIf x g Ix¥0(gx Fxe™! Ygx fu
1 1

Wir erhalten so,

P>% g1t gur'fur 10dr1’ § g

Analog folgt, F 1 ¥ § p=—f gdf g p-Ff g
B

f;02S R

=-h _-!n)
(=)}
N
wn
P
v/
=h
©
N
wn
Py

“3.)

~ 1 1 -
f g h p—=F*f gh %Fl%f
p:zL:Flfgh f g h «

2-C Dichte Mengen
219 Satz Seil p<21.DannistCl R dichtinLP R. ~
Wir bendtigen fur diesen Beweis noch etwas Vorbereitung.
2.20 Definition Seij 2 Cg R mit
1)ix 0
2) J X O flar jxj 1,

R
3) rJ x dx 1.
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1
(vgl 2.13J x  ce 1x?), Setze fur " >0,

_ 1. X
J X +J o

O [endsichtlich gilt
8

%j X 0;
Jr X 0; far jxj

?-2001 R ;
R yiR

S Rimxdx” C Rgjy dy L

Fur f 2 LP R setze
Z
JF: j- F IB y fydy:
R

J-F hei3t Glattungsoperator oder Mollifier.

221 Bsp F X 1;1 -
a y:t
JF x I»x y 11 ydy j-x y dy
1 1
8
§o; x 1 " x 1 "
§1 1 " x 1
-2 0;1; sonst:

222 Satz Seil p<31,u22LP R .Danngilt
1) j+ u2CcltRrRIC.
2) suppu beschrankt) j» u2Ci R
3)j* u2LPR, j u pr Kkukpr.

4) j+ u U pg YOFUr"#0.

» 1) Ubung.
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2.) suppu A;A D suppjr U A AT,

3.) Zeige die Hilfsungleichung,
Z
in ux i"x y uy Pdy
R

Fir p 1 folgt die Behauptung sofort. Sei nun p > 1 und

11
P q
Dann gilt,
p:3
j» ux jox y¥ jox y¥uy dy
1
0, 1140 4 11
@ jox ydyA @ jox y uy PdyA
|— {2 y
1
Nun ist
(0] 1
Z Z Z
- p p
mou X dx 8 d §dx
. nf {;}l 2y Y
Lz 0z 0
Fubini jox ydx uy Pdy kukp :
ol LR }
1
4) a) Furu ab ist
8
%1; a " x b
Je uXx §0; X a "~x b "
-2 0;1; sonst:
Setzen wir | a "5a " [ b "b ",soerhalten wir,
Z
p p
D> u j u, I!ux _|{7 u X }dx
2p
2P4" 1 0
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b) Firu o MitO R olen, gilt

[ . .
O 2N aj; bj :

P
Setze uj - aj;bj)O uj X ux,u X

ux.
- P p. - p .
>0 ux ux uxP; ux ujx 10:
Mit majorisierter Konvergenz folgt,
p z p
u uj ux ujyx dx1o0:
P R
u jo u, uouj up Jeou uj u
u u Uj u
] J J
— 8 | {z R
< furj>J endl. Summe < ;"<" ;
10, fur"#0:

c) Seiu g Mit B R Borel-Menge. Zu > 0O existiert O o[edin R
mitB Ound OnB <

D 8 J" Bp 2|I<B{Zok;} |_° {z oy

2 OnB <2 P 20;"#0

d) Sei u 2 LP R . Ohne Einschrankung ist u x 0, denn u ist mess-
bar und daher u x u x u X . Es existiert nun eine Folge
sn Vvon einfachen Funktionen mit,

0 sp X UuX; Sp X "uX:

Mit monotoner Konvergenz folgt,

ku spkp ¥ O:

D u j- u, 2ku spkp Sn Jv sSnp 'O «
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» Beweis von Satz 2.19. Sei u 2 LP R . Zu zeigen ist,

8 >097 2CH R k™ uk,<

Sei zunéachst,

8
2u x I
uj - TS L.
-0; JXj=>7]:
O [Cendsichtlich gilt dann,
P -
u X uj X 0, furj ¥ 1,
Z
P . . .
ux ujx ju x j°; ju x jPdx < 1
R

S P P
Wir konnen also majorisierte Konvergenz auf u u; anwenden und erhal-
ten,

u u o

p

Seinun >0.Wadhle j 2 Nfestmit u uj < 3.Nunistsuppuj j;J also
beschrankt. Mit 2.22 folgt daher,

j- uz2c?t;

J* uy u; T 0; far"#0:
Wahle " > 0 fest mit j~ uj u;j p<5,danngilt
Jj- uj2C R:

Wir erhalten,

ku Kp uoup < o«
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2-D Fortsetzung der Fouriertransformation

Die Fouriertransformation ist eine lineare invertierbare Abbildung. Die Plancha-
rell Gleichung besagt auBerdem, dass sie die L2-Norm erhalt,

f2 LD

DF S R liegt dicht in L? R . Dies wollen wir nun ausnutzen, um die Fou-
riertransformation auf ganz L? R fortzusetzten. Dazu benétigen wir zunéchst
ein Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis.

2.23 Fortsetzungssatz Sei L;k k_ ein normierter Raum, B;k kg Banachraum,
T:DT 1B, DT L;

linear und beschranktund D T dichtin L. Dann besitzt T genau eine Fortsetzung
T :L ¥ B. Diese ist beschrankt und linear. AuRerdem gilt

kTk T : ~

»  1.) Konstruktion von T.

Seixp 2L, xXn FolgeinD T mitxny ¥ Xqo. Setze
Txo : lim Txp:
a) D T liegtdichtin L, also existiert xp .
b) Txn konvergiert.
kTXn TXmkg kTkkxn XxXmk. <KkTk™;

fur n;m > N-. X, ist konvergent und daher Cauchyfolge, also ist
Txn konvergent.
c) Die Definition von Txg ist unabhéngig von der Folge Xxn , denn
seien X ¥ X und x?1 T Xxp, dann gilt
0

xn X% . kxn Xoki X0 x4, ¥O

) TXn Tx°nB KTk Xn XE,L!O:
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a)-c) D Txo ist definiert fir beliebige %o 2 L.
2.) T besitzt die geforderten Eigenschaften.
a) T ist linear.
T ax by r!i!rrlT axn byn r!llnl aT Xn
aTx bTy:

b) T ist Fortsetzung von T. Fir x 2 D T gilt aufgrund der Stetigkeit
von T,

Tx Tx; wahle z.B. X,  X:

c) T ist beschrankt.

Tx lim Txn
nil

: im KTxnks  lim KTkkxnkg

|
B nil

KT kkxk, :

Alsogilt T kTk. Insbesondere ist T beschrankt.

d T kTKk.
_ Tx 5 Tx 5
T KTk:
P ke SR Tkxke
x2L x2D T

3.) T ist eindeutig. T ist beschrankt also stetig, sei Xo 2 L, Xn inD T mit
Xn ¥ Xp, dann gilt

TXn r!l!rrlTxn AI!I‘T}_TX,-.Z
Es gibt also nur eine Moglichkeit, T fortzusetzen. Also ist T eindeutig. «

2.24 Satz Die Fouriertransformation

F:SR 'SR f , f
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besitzt eine eindeutige lineare beschrankte Fortsetzung,
F:L?R 1 L2R:

Die Fortsetzung ist unitéar, d.h. bijektiv und Skalarprodukt-erhaltend, und es gilt
F kFk. Die dazu inverse Abbildung F 1 ist die Fortsetzung der urspringli-

chen inversen Abbildung ¥ , f.

» Wir fihren den Beweis in drei Schritten.

1. Schritt L B LR, T F,DT S R . Mit 2.23 folgt, es existiert eine
eindeutige lineare beschrankte Fortsetzung F der Fouriertransformation
aufL2 R mitkFk F 1.

Analog folgt, es existiert eine eindeutige lineare beschrankte Fortsetzung
G der Umkehrtransformation mitkGk F 1 1.

2.Schritt ZeigeG F Y. Seif2L?R, f, 2SR mit f, f 10

G Ff GFFf G limf, Ilim . limf, f*:
nil nil nil
AlsoistG F id. Analog folgtF G id.
3. Schritt Ff , LY
f, G Ff , Ff , f 5
Mit Polarisation folgt,
Ff;Fg ;g @ «
2.25 Achtung. Fiur £ 2 L2 R konvergiert das Integral
p.S b4 Pl
f xe"™dx Ilim f xel™dx lim f xe"™dx
al 1 byl
1 a 0

im Allgemeinen nicht. Abhilfe leistet

R
Ff plzlim f x e'"™¥dx;
2 RI1
R

wobei es sich hier lediglich um L2-Konvergenz handelt.
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2.26 Satz Fur ¥ 2 L% R gilt,

R
1 )
Ff 5 fxe™™dx 10 ~

R 2
» 1.) Setze fr: rr T, dann gilt

f fr , 10, furR I 1;
> Ff Ffr , Y O:

2.) Wahle nun R fest. Zeige

R
1 . .
Ffr 192: fr x e "Xdx fg I :
R

Setze f, ji-n TR2C3 R SR.
a) fn Ffr , fn fr,10
b)
R Z=n

R 1=n

Holder 1

gleichmaRig beziglich 1.
D ~
c) 8”2C} R : Ffr Tr;~ , 0,denn

D. E
Ffr; ™ » r|1|ln1 n oo
D. E Zm
fri” fr 1 = 1 dn
supp ~

D Ff;~ Li: Vi

d) DaCdg R dichtinL? R existiert eine Folge ~j in Cg- mit
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Daher gilt

D _ E D R E
0 FfR fR; ’j 1 FfR fR;FfR fR

> Ffr fr ,10
)FfR fRZ «

2.27 Bsp Betrachte die Funktion

X
f x @ a2
f ist stetig also messbar und F 2 fallt wie x2, also ist ¥ 2 L2 R . Wir kénnen
die Fouriertransformation
z X
lim ———e "%dx
R11 X2 a2
R

berechnen, indem wir den Residuensatz verwenden. Setze

Zei!z Zei!z
z2 a2 z ia z ia’

g z

Wir mussen eine Fallunterscheidung fur ¥ machen. Fir ¥ >0

Im
—R R
Re
YR
z jge 1! ia
gzdz 2 ; 1a Res g; ia 2 i—
R ia ia
ie '

Zeige nun, dass das Integral Uber den Kreisbogen verschwindet,

R
X

lim —_—
)R!l x2 a2
R

e "X dx ie 'a;
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Verfahre analog fur ¥ <0,

Ff ¥ ie 1tia;

2.28 Korollar Fiur f 2 S R qilt

~ 1 _
flpzzfl.

» Fur 1 2 R gilt,

fu pP= f x

Die rechte Seite hédngt nicht mehr von

-~ 1
flpzzfl.«

Nun stellt sich die Frage, ob p;: die optimale Konstante ist.

229 Satz FurF: SR ;kky 1Y

» Sei fn  Ji1-n, SO gilt
a4

N 1 .
fn I P=—  jin x e "Xdx”

B 2
1

1 .
192:j1:n el o "7

Nunist f, ; 1, somit folgt

f 1 i
n 1 92:11=n el!

fn 1

Daher ist auch

1
dx 192:1‘1:

ei!O

2
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2.30 Satz Die Fouriertransformation besitzt genau eine lineare beschrankte Fortset-

zung
C D)
F:LYR " CgR: f2CRUYIC :sup f <1 ;

R

undes gilt kFk  #3—. ~

» FortsetzungssatzL L' R ,B Ce R;kkqey , T F,DT SR. «

231 Satz (a) Fur f 2 L1 R gilt,

a
1 .
Ff ¥ 192: f x e "Xdx;
1

(b) imF f2CRIC :fx I0O;x1 1.

» 1) Sei f, FolgeinS R mit f, f ; T 0.
a) 81 2R:f, ¥ YFFf I  denn

1
fo FF . P= T T 10

2
f, 0 191: f x e "dx
2 1
1 2 ; 1
P=  fax fx e "X dx p=fn T,
1

2) Seif 2L R,">0,dann

97.2SR: f 7., <"

dDFFI1  *. 1 =T "o <P
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Wegen 7+ 2 S R existiert ein M- > 0, sodass fur j 1 j > M- folgt,

j7 0 <=
J I=3

Fur ¥ mitj¥j> M-~ gilt somit,

D Ff 1 FF 1 =

DFEf ¥ 10O fur® ¢ 1

232 Satz Seif 2 L' R, x 2R und

Z
ft x f x

9 >0 _ — dt < 1:

t

Dann konvergiert das uneigentliche Integral

2
f x p;: Ff 1 el’>du
a1

R .
» Wir zeigen nur ¥ x  lim p;: FFf 1 e'"™>d1,
REI1

R

R RZ
1 i 1

Fubinin 1

Nun ist

2 sinRt
dt ;
t

fur R > 0:
a1
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12 sinRt 1Z sinRt
— ft x ft x f x

dat <"

D

1

fir R > R-. Wegen

VA .
ft sinRt dt % LS §; fur M > M-
jti M
Z . - "
f x sinRt dt f x sinRt dt <—; furM > M-;
it M t jti M t

R
da Rt dt konvergiert.

0
Z
usintht 10, furR Y 1:
iti M
Siehe 1.51 «
2.33 Satz 1) FalsF 2L R undx , xif x 2L! R, dann gilt

FF2ClRIC;

FFk 1 10 fur jej v a1; k 0;1;:::;j:

2) Fallsf2Cci 1RYC undfJ 2L R und

far jxj ¥ 1; k 0;1;:::;];

fk x 1 0; 1
dann gilt
FEK 1 GIRpf 1 k 0;L;:::;
insbesondere gilt ¥JFf ¥ ¥ Ofur ¥ ¥ 1.
» 1.) Seij 1. Der Dilerknzenquotient ist
FF I h Ff 1 1 2 g ix® h eitx
p— f x fdx:

h 2
1
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Der Integrand konvergiert punktweise gegen ixe . Es gilt

ix I h iIx
€ € MWS s ix#

f x f x ixX e xf x

xf x 2 L1, wir kénnen also majorisierte Konvergenz anwenden und
erhalten,

a
1 .
":!192: ix fxe "™ dx F ixfx
1

Mit 2.30 und 2.31 folgt

FFO F L!-Funktion 2C R ¥ C:

2) Seij 1
a
pi 0 0 iTx
2 Ff 1 ' xe '"*dx
1
) 1 z
part.lntAfxel!X f x iv e '!XdX
|_{;J} 1
0
ivFf ¥ pT: «

2-E Fouriertransformation im R"

Wir haben bisher alle Satze und Beweise in R gefuhrt, man kann sie jedoch pro-
blemlos auf den R" verallgemeinern.

Erinnerung. Sei f:R" I C, dann

ef . T x hej f x
F x — X lim :
O @x; hro h
e’f @ of
@xj0xj  0xj Oxi’
Fir 1;:::; n 2 Ngistdann
@ 1 2 % on

N

@Xll@xzz @Xn
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2.34

Da diese Schreibweise sehr aufwéandig ist, wollen wir eine Abkiirzung einfiihren.

Definition 2 Ng heiflt Multiindex. Setze
Jji 1 2 il n:
Fur ; 2N§und ; vergleichbar gilt,
a L5, on - on:
Die Multiindize-Potenz ist definiert als,

n

X Xt oX,? Xn": x 2 R™:
Die Ableitung hat nun die Form,

@ if

D f
0%t 0x,°

Xn"

Der Multiindize-Binominalkoe [zieht ist

' 1o '
1 2 n
1 2 n
Bsp Im RS sei 0;1;4 , dann ist
@5
Df ———:
@1x104x3

2.35 Anwendung

Leibniz Regel

D f g D f Dg: —
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2.36 Definition Der Schwarzraum im R" ist gegeben durch,

C D
SR" : f2C1R“!C:8x2N88f2N:supjxjjDfx <1
xX2R"
Fur f 2S R gilt
Z
Fr -1 fxeitxax ~
L] 5 7 e :

2.37 Satz 1) F:SR" ' SR"; f , f ist bijektiv mit Umkehrabbildung,

F':SR" ISR";f, T,
z

f x >z Rnfxe”"d!.
2)

Df 1 iv frv jiir fou;

x f ilip f;

R
3) Mitf gx pf x y gy dy folgt,

f g

=h)

2 2t 9
f g 2 n

=h)

g:
2.38 Bsp Sei f 2 S R" . Lose die inhomogene Laplace Gleichung,
u u T u2sRrR":

Wenden wir die Fouriertransforamtion auf die Di [rehtialgleichung an,
X

1?20 a f
i1
ajij? 14 f
1
>4 ——
¥
1%] ]]- 7 L
du x _ f 1 e’ gx:
2 n=2 j!jz 1
er

Man kann zeigen, dass hochstens eine Lésung u 2 S R" existiert.
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2.39 Fortsetzung 1) F:L2R™ ¥ L2 R" istunitar, d.h.

Ff;Fg L)

Es gilt
. z
2 n R ix .
FF L°R FIzl!rrli2 s fxe dx:
ixXj R
2) F:L'R" ' C, R" : Ff2C1TR"IC :fx 1Ofirjxj?! 1 und
es gilt,
kFkq : Ff 1 1 BV

2-F Interpolation

Wir wollen jetzt die Frage stellen, ob man die Fouriertransformation noch weiter
fortsetzen kann (z.B. auf LP)? Um den Fortsetzungssatz anwenden zu kénnen,
bendtigen wir, dass F beschrankt ist. Fir LP und 1 < p < 2 kdnnen wir dies aus
Satz 2.39 gewinnen. Dazu kann man den LP aus L' und L? interpolieren.

Die Interpolation von Banachraumen ist sehr wichtiges Konzept fir das Losen
von partiellen Di Cerkntialgleichungen. Man definiert dazu banachwertige Funk-
tionen, die von komplexen Parametern abhéangen. Sie ist stark mit der Funk-
tionentheorie verknupft.

2.40 Interpolation von Banachraumen

Bp LY R"; 1 1 1;
B: LPR"; 1 p 1;
>B: L R"; E - -

~——: S R" dichtinL" R" :
re q

Bsp Setzeq 2,p 1,dannist
1 t 1 ¢t 1 ¢t

- = —ar ——
rr 1 2 2 1t
ImFallg 2,p 1,ist
it 1t 1 2.
1 2 2 1o
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2.41 Satz von Riesz-Thorin Sei T: L9 R™ ¥ L9 R" linear und beschrankt,

KTkgg Mo

und T :LP R™ I LP R" linear und beschrankt,
kKTkpg Ma;

dannist T von LP\X LY S R auf B; eindeutig fortsetzbar,
T:B: ¥ B

ist linear und beschréankt und
KTkg sg, MG ™M1 ~

Anwendung.

F:L2R"™ 1 L2R"; KkTkyp 1

1
1 n 1 n .
FILPRT LT RS KTkin s
DF B ! By
mit
2
B L R" ;r D
t t 1 t
~ = 2
Be L™R";ft —;
t t 1 t
— 1 t
B: ¥ By 1t >3
Beachte.
1 1 1t 1t
- - —— — L, 1 r 2
I'e It 2 2
1 t
P na — Tat 2p 1
Es gilt somit
. n n . . 1 1
DF:LPR™ 1 L9R"; 1 p 2, = = 1
P q
1 1 1
KFk i
LPaLs 2 n=2 2 np 1=2
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2.42 Satz von Hausdor [=Ybung Seil p 2, % % 1. Die Fouriertransformation

besitzt eine eindeutige lineare beschrankte Fortsetzung

F:LPR" ¥ L9R"

und es gilt kFk 5 nip 12
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3 Distributionen

Betrachte die Funktion

1
f R®nfog ' R; X , —;
1X]
X
rf —3
ixj®
f O

Aus der Physik wissen wir jedoch, dass

1
— 4 o
J1X]
die Dirac-Delta-Funktion ist, d.h.
Z
oX T xdx T O0:
R3

Die Delta-Funktion weil3t also jeder stetigen Funktion eine Zahl zu.
Im Folgenden wollen wir das Notwendige erarbeiten, um die Funktion zu be-
schreiben.

Arbeitsgebiet. Erweitere den Raum C1 R™ ¥ C zu einem linearen topologischen
Raum D% R™ mit dem Ziel,

(i) Dj:C*RM" 1 C ECORMEC ~ , @~ isteine stetige Abbildung,
(i) Setze Dj auf D° R" fort.
(iii) Zeige ¥ :x , J% und o2 D% R™ und,

1 i 4 0-

3-A Konstruktion des Raums

3.1 Notation Der Trager einer Funktion ~ ist definiert als,

supp” fx: 7 x 0g:
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3.2

3.3

Der Raum der C1-Funktionen mit kompaktem Trager ist
CIR": =2CLTR"1IC :supp?” istkompakt :
Fur die Ableitung schreiben wir,

- @ -

Oxi  Oxn

Definition Seien 7j; ~ 2C01 R™ . Dann heit ~; D-konvergent gegen ~, falls
gilt

(i) 9K R" kompakt, sodass 8 J 2 Ng giltsupp 7 K,
(i) 8 2Njgiltr 7j x ¥ r ~ x gleichmaRig bezuglich x 2 R".

Schreibe ~j ¥ - Der lineare Raum Cg- R™ versehen mit diesen Konvergenzei-

genschaften heiRt Raum der Testfunktionen D R" .
Satz D R" ist vollstandig.

» Sei 7j Cauchyfolgein D R" , d.h.
(i) 9K R" kompakt, sodass 8 j 2 Np giltsupp 7; K,

(i) 8">08 2NJ9J2N8j;k>J 8x 2R

D.h. r 7 x st Cauchy in C, also existiert
X limr 7; x 2C:
TLES

Da r 7; stetig und die Konvergenz bezuglich x gleichméRig ist, its stetig,
mehr noch, alle Ableitungen konvergieren gleichmaRig, d.h. r ¢

Fur alle j 2 Nistsupp 7; K und daher ist auch supp K. Somit folgt
- ¥

i - 0- «

D ist ein Beispiel fur einen vollstéandigen aber nicht metrisierbaren Raum.
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3.4 Definition Eine Schwartzsche Distribution ist eine lineare stetige Abbildung

T:DR" 1C;
d.h.
T = T ~ T ;
R AT R
Durch T S ~ T~ S”und T ~ T

T:D R™ ¥ C: Tistlinear und stetig

zu einem linearen Raum D° R™ mit dem Konvergenzbegri 1

Tn!Ta8’2Cé"Rn:Tn’ 1Tz T

3.5 Bsp a) Diracsche -Distribution x, mit xo 2 R" fest,

Sie ist o [edbar linear, denn

xo 7 Xo Xo

und stetig denn sei ”; Folge in D mit 7 V- , SO gilt

b) Betrachte den Raum der lokalen L!-Funktionen,
n
Ll

loc

Beachte,dassu 2 LP K Du2L! K .

Zuu 2 L setze

z

Tu * u~d :
Rn
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Die Linearitat der Abbildung folgt direkt aus der Linearitéat des Integrals,

zur Stetigkeit betrachte eine Folge ~;j in D mit 7 ¥ - und
z z
Tu 7§ Tu ” juj 73 ~ d juj 735 ~ d
u j u RnJ ]| jz KJ ) i
7y 7 jujd T O0:
—{— 3 <
10 <1

3.6 Satz D° R" ist vollstandig.

» Siehe Walter. «

3-B Einbettung der klassischen Funktionen

3.7 Satz Die Abbildung Lﬁ)c R" 3u , Ty 2D’ R" ist linear, injektiv und stetig.

» Linearitat.
Z Z Z

Tu v~ u v *d u~d v~d
RN RN RN

Tu 7 Ty 7 :
Injektivitat. Zeige Ty, Ty au v.
“(": O [endsichtlich.
“¥»”: Sei Ty Ty, so ist dies aufgrund der Linearitat aquivalent mit T,  O.

Wir mussen also lediglich zeigen, dass der Kern der Abbildung trivial ist.
SeiTw ~ O furalle = 2Cg.

1) Abschneiden. Sei r 2 Co1 R™ mit x 1 far jxj R, dannist
8~2C0 Tw RrR” T aw ™
und gw 2 L! R".

2) Approximieren. Fur festes x 2 R" ist j+ x 2 CO1 R"
z

D0 T qw i X RY WY j-X Yy dy
Rn

IR RW X @
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Da ,w 2 L?! folgt mit 2.22,

RW j» rw , 1 0; fur™#0;
D> rw 0; -f..
dw 0 -fi.in fx : jxj <gR:

3) Zusammenfassen.
(0]
fx2R" :w x Og @ X2R" 1 jxj JwW X
j2N
X
X2R":jxj j~™~w x
i1

3.8 Definition Identifiziere u und Tu, dadurchistL{:, D°R" . ~

3.9 Bsp 1) x 7 7 Xp ist eine singulére Distribution.

2.) SeiS R" eine k-dimensionale Mannigfaltigkeitk n 1, soist
z
LI Zdv ¥
s

eine singulare Distribution.

3) Sein 1lund

OZ,X E,X 1 OE’Xl
dx dxA CH@ < A

1 " 1

T~: Iim@
40

der Cauchysche Hauptwert. So ist T eine singulére Distribution.
3.10 Satz C& R"™ istdichtinD® R" . ~

» SeiT2DY R™ und 2 CO1 eine Abschneidefunktion mit

k X

8
§1 ixj k

0 jxj k 1
g

-2 0;1 sonst:
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Setze nun
t X k X T Ji=k X T kX Ji=k X
Dann gilt
1) tk2CE R" .

2) % ' TinD* R" ,dh. 8 = 2C3 gilt

a) suppty supp k Kk 1 0, also hat ty kompakten Tréger. Zur
Di Cerknzierbarkeit von tx betrachte

T jl:k X hej T j1=k X
h
Jji=x X hej Ji=k X
h

T

HT i x
Da T stetig ist, geniigt es zu zeigen,

Ji=x X hej Ji=k X

h -1 @ijl:k X
Dann folgt
r tg X T r ji=«x X ;
insbesondere ist tx 2 C} R" .
b) Zur Konvergenz von Ty, betrachte
Z
Ty 7 tk X 7 x dx
R
T Ji=kx X Kk X 7 x dx
"

X dx; fur k grof3:
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interpretiere dies als Riemannsumme und verwende die Stetigkeit

o
Z
T Ji=k X T X AxE YT 7 o«
|2 {z }
-

3-C Di Lerkntiation

von T,

311 Lemma Furu2Cg R™ und 2 N§ gilt

Tru ™ 1 Tur 7 7
» Sei €j,
z
T@xju h @Xju Z dx
RI‘I
nun ist supp ~ R;R ", es gilt also
z z
@xju 7 dxjdxj 1 dxn
RR"1 RiR
2 3
z R R
u’ Ulx; ~ dXxjz dxj 1 dxn
RRR N1 |—{Z—F} R
0
Tu @xj T«

3.12 Satz Die Abbildung
r :C¢R" 1Ci R"

ist stetig bezuiglich der Topologie auf D? R" .

» Zu zeigen ist,

ujiu)ruj!ru:
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Seialso uj Folge in C3- R" und u; Yudh Ty; T Tu

311 . .
D Tr uj 1! JTuj r_-{z_}

2Cg RN

Dh.r uj * r uinD* R" . «

3.13 Satz Fur 2 N ist die Abbildung r eindeutig fortsetzbar zu einer stetigen
Abbildung

D :D°R"™ 1 D'R":
Fur = 2D’ R™ gilt,

DT~ 1T r 7 *)
D heif3t Distributionenableitung oder schwache Ableitung.

» Wohldefiniertheit. Durch (*) wird eine Abbildung D T 2 D° R™ definiert.
Linearitat. Seien ”; 2D R"™ unda;b2C,

DTa~ b 11T ar = br
a 1V tTr > b 11T r
abT ~ bD
Stetigkeit. Sei B 7, dann gilt fur alle 2 N{)‘ r “n ? r ~ und daher,
D *n 1T e =, ¥ 1Tk DT *:
Eindeutigkeit. Aufgrund der Stetigkeit ist die Fortsetzung eindeutig. «
3.14 Bemerkungen. 1.) Jede Distribution ist beliebig oft di Cerknzierbar.

2.) Es gilt der Satz von H.A. Schwarz®.

8 ; 2Ng:D DT D DT D T:

SHermann Amandus Schwarz (* 25. Januar 1843 in Hermsdorf, Schlesien; T 30. November 1921
in Berlin)
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» SeienT2D'R"™ und ” 2D R",

D DT ~ 1iipT r - 1T r r -

v ItTer = D T 7: «

8
2x; x>0 . o . .
3.15 Bsp 1.) Setze ¥ x - , dann gilt fur die Distributionenableitung,
-0; x O
8
21; X >0

?O; X <0

h ist die Heavisidefunktion. Der Wert an der Stelle x 0 ist ohne Bedeu-

tung da T eine reguldre Distribution ist, d.h. h 2 L{. ..

»

DT¢ ~ Te 70 x 7% x dx X7 X 7 x dx

0 ——3 o
Th 7 @ «
Fur die zweite Ableitung ergibt sich, D>°f  Dh 0-

r
» DTh ~ Th 7?0 170 x dx ¢ 7. «
0

Die k-te Ableitung ist Df 1k k20 furk 2.

2) Seif:RYC,f2C! 1;xg undf2C! xg:1 undf xg O sowie
f Xo O existieren. Dann gilt

DF ' fxo 0 Ffxo 0

T0 bezeichnet hier die klassische Abbleitung von F. Der Wert bei X¢ spielt
wieder keine Rolle.

Wir erkennen das folgende Schema,

Knick Abl?iiung Sprung;
Ablfziiung

Endlicher Sprung -Distribution:
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3.)D o~ 1 or 7.

j?

8
2%' fur x 2 R3n fog
4) setzef x ! )
-0; x 0

a) T ist stetig fur x 0 und es gilt,

z 2 z 7
£ ox dx oetkeord 2o gy sin#d# d” < 1:

K1 O
r 0 T 0# 0

Also ist ¥ 2 L., und daher die Distribution f 2 D’ R" .

b)
T z Tf z @)2(1Tf z L @)Z(STf z
Z12Tf 07,7 it 0%, Te 7
1
— 7 X dx
1X]
R3
Wahle R so, dass supp * Kgr 0 und verwende j)l(j 0,
Z
1
lim 7 X — 7 x dx
"#0 1X] 1X]
<ij<ZR
1 1
Green Iim Mg X r7 X nNopXr—-7= x dv 2
"#0 R 2N 1X]

Dasupp * Kgr O, verschwindet der Ausdruck auf jxj R,

z
. . 1, 2
im —nNg X r” X Ng X r— 7~ x dv
"#0 JXj X
ixj "
Nun ist ng x % fur jxj ". Far den ersten Summanden ergibt
sich,
z 1 iXjjrj
—Np X r> x dv 2 Juizjdv 2
o X oL IX)
1x] ixi
z 1 4 2
kr~k —dv ? kr*k—— 10:
BT 2N |
Xj
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Fiur den zweiten Summanden verwende rj%j JX%
z 1 X X
No X r—7= x dv ? ﬁﬁ’XdVZ
o jXj X
i ixj
1
—> x dv ?
T 04
ixi

2

187 z

- *x T0dv? Z0dv?
i

} xj "

T 4 70
Somitist T¢ ~ 4 *0 4 o % ,dnh f
3.16 Satz Sei Tj Folgein D’ R™ .
(i) Sei T; ¥ T, sogilt
8 2N§:D T; 1D T:
(ii) Sei Pj Tj T,sogilt

X
8 2N§:D T; ¥DT: —
J

» “(i)": T; 1T heift,
872CHR" :T; = 1T 7
Seialso 2 C& R" , sogilt
DT~ 19507 0 1T e DT 7
“(i1)”: Folgt aus (i) mit

D Tj D lim Tj limD Tj D T: «
R Jra . J R
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3.17 Bsp 1.) Betrachte

8
%0; X <0; g
. 0; x<1;
fj X xJ; x 1 pur!(tw'f X >
§ -1, x 1
-1; X >1;
a fj " finD'R.
2 2
Ty 7 7 x dx xJ 7 x dx
1 0
Nun gilt
2 2
. . k= k

xJ* x dx  k7ky; xJdx i!O:

o o
b) Df; ¥ Df 1.
2 a
Df; ~ Ts, -0 x3 70 % dx 70 x dx 8
Pt ¢
10 !
2.) Betrachte f x = Ixj far , 2 -periodisch fortgesetzt.
F(x)
T
Y
| |
I T | T I X
=21 —Tt T 2m

Graph der Funktion F.

Die Fourierreihe von f ist gegeben durch,

2

cos3X Ccosb5x
X

On X cos X
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T ist holderstetig, d.h. gn % f glm.
Z Z

Ty, ~ X 7 x dx ¥ lim X 7 x dx

On Rgn M Rgn

glm. konv. - -

f x x dx Tg¢ :
R

D.h.gn ! fin D R . Mit dem erweiterten Dini Kriterium folgt,

sin3x  sin5x

D sinx
g 3 5

8

§41 0<x< |
T <X <0

%

; sonst:

Mit dem soeben gezeigten gilt,

8
2_. O0<x<
z

Dg Df 4 ’

z <X <0:
Far die zweite Ableitung gilt,

ng COSX C€0sS3X cosbxX

o [ensichtlich haben wir keine Konvergenz im Definitionsbereich. Im Dis-
tributionensinn lasst sich die Ableitung jedoch darstellen,

D2g D2f AVX 13
g > j

Multiplikation von Distributionen

3.18 Definition/Satz Seia2 C1 R" 1 C

1) FurT 2D® R" ista T definiert durch,
aT?* .. Ta~:

2) Firu 2 L,lOC R giltaTy Tau, d.h. auf der Menge der regularen Distri-

butionen ist die Multiplikation wohlbekannt.

92



3.) Die Abbildung T , a T ist stetig, d.h. die Definition in ?? ist die stetige
Fortsetzung der Multiplikation.
» 1.) Zu zeigen ist, dass a T wieder eine Distribution ist.
Linearitat. Ist o Cedsichtlich.
Stetigkeit. Sei 7 j B 7, dannistauch a”;j B a” und daher,

aT 7, T a7j TStGt'T a” aT ~* :

R
2)a Ty ~ Tu a~ gnUXax ™ xdx Tuya 7.

3) SeiTj ¥ T in DY R" , so gilt,
a T; ~ Tja”~ T a~ aT?”™: «

P
3.19 Leibnitzregel 8 2N§:D a T r abDT. ~

» ZUuT 2D°R™ sei *; 2C3& R™ mit 7 ¥ T.Mit3.18 folgt, a”; ¥ aT.
Aufgrund der Stetigkeit der Distributionenableitung gilt nun,

D a”; 'D a~
!

X X
D r ar 71t r ab "~ «

3-D Lokales Verhalten

3.20 Definition 1) FurM R" sei,
CIM : 22CclM1IC :supp” kompaktund supp > M

2) FirO R"Moledund = 2C3 O sei

8

2- X ; X20;
¥ X

?O; sonst:

Esgilt ” 2Cd- R™ .
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3) SeienT;S2D°R" ,0 R"oled DannheiBtT Sin O, falls,
8-2co 1T~ s~ =

321 Bsp 1) Seienu;v 2Lj, R" ,u v -fu.inO.Fur = 2Cg O gilt dann,
VA VA

Tu ™ Tv 7 Tuv ™ u v 7d u v 7d:
RN o

D.h.Ty TvinO.
2) SeiO: R"nf0g,dannist ¢ 0inO,d.h.
*2¢cto D> o o0 O
3.22 Ableitung ist lokale Opperation Wenn T S in O, dann gilt
8 2N{J:DT DSinO: ~
» O [edsichtlichist r ® r = und daher,
DT ~ 1T r ~ 1t r = 1lls r =
DS ™: «

S
323 Satz SeiT 2D R" ,G: fO2R"oleA: T 0inOg. Dannist T o[edund
T 0inG. —

» Die O [edheit von G ist klar. Sei = 2 CO1 G . Dader Trager von * kompakt ist
existiert eine endliche Uberdeckung von supp ~,

supp ~ Oj; T 0inO;j:
i1

P
Verwende nun eine Zerlegung der Eins: 9 ; 2 CO1 05 j Jlaufsupp ~.
i1
X X

D X2 T 3OT” T 7 0: «
i1 i1
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3.24 Definition FurT 2D’ R" st
n I: n H
suppT: R"n fO R"oled: T 0inOg

der Trager von T. x 2 supp T hei8t wesentlicher Punkt von T. Falls supp T kom-
pakt, heil3t T finit.

3.25 Bsp 1) supp o fOg.
2) Z2Ct R™ D suppT- supp~.

3) Seiu2L: R".

loc

suppTu R™"nfO R"oled:u 0 -fu. aufOg
R"'nfx2R": 9U x :u 0 -fu.inU x g:

3.26 Satz SeiT 2D R" ,K R" kompakt. Dann gilt

9k2N90>O8’2C01 R™ :supp~ KDJT 7 j c_m_axkkr “kq:
i

» Angenommen die Aussage ware falsch, d.h.

8k2N8(:>09’2C01 R™ :supp > KA~jT ~ j>c_m_a>|((kr “kq:
i

Wahle ¢k, dann gibtesein 7y 2 CO1 R™ mitsupp "k K und

JT "k j=kmaxkr ~yk;:
ik

Setze 1 =1 Tk dannist «2C3 R", « Kund

kmaxkr 1

maxkr  gkj
ik

Xl
-
Q

Insbesondere geht fur festes , r ¢ % 0glm. auf R, d.h. ¥ 0 und daher
T k 70 AberT  >1. «

3.27 Korollar Ist T finit, so gilt 3.26 ohne die Einschrankung supp = K. —
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» Wahle 2C3 R™ mit 1 auf supp T. Dann ist

T~ T = T I1 {z_’}

2Cg RMnsupp T

T =

Wende nun 3.26 an mit K supp , supp ~ supp K, dann folgt

JT = j cmaxkr 7 ke cmaxkr Tkq: «
JJKk ik

3.28 Definition T 2 DY R™ heiRt von endlicher Ordnung, falls 3.26 ohne die Ein-
schrankung supp * K gilt. Das kleinstmogliche k 2 N hei3t Ordnung von T.

3.29 Bsp 1) xo j” X0 J Kk7Kkq.D.h.die Ordnung ist 0.

2) Seiu2Ll_ R", dannist

loc

Z z
JTu 7 j juij’jd  k”kg jujd  k7kgkuk;:
RN RN
3) InRist fur
X ]
T CjDJ 0,
jo

die Ordnung J, fallsc; O.

4.)) Betrachteu:R ¥ Rmitu X X. Setze "k J1 k , dann folgt

Z K1
JTu "k ] J1 X k xdx Jix kxdx =k 11 1:
R k 1
Das heil3t,
kr ~gkq rj: k 4 r j1 1 const

unabhéangig von k. D.h. die Ordnung von T, ist 1.

3.30 Bemerkung. Sei T 2 DY R™ und O 2 R" o[ed und beschrankt. Dann existiert
ein 2Noundeinu2CR"YC mitT D u. ~
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3.31

3.32

3.33

3.34

3-E Faltung

Erinnerung. Die Faltung von zwei Funktionen T;g ist definiert als,
z

f g: fXxX ygy dy:
Rn
Sind ;g 2 L! folgt mit Fubini,dassf g2 Ll Istaberf g 1,soistf g
nicht mehr definiert.
Abhilfe. Definiere ¥ g nur fir solche ;g fur die bei festem z,

n )
z;y 2R :fz y 0~gy 0 beschrankt
n )
a xy 2R™:fx 0~gy O0~x z Yy beschrankt
n o

asuppf suppg\ x;y 2R? :x z y beschrankt
Definition T;S 2 D° R" 2 erfiillt die Streifenbedingung, falls
8a=>0:suppT suppS\ 4 beschrankt;
wobei o: Xy 2R*: x y a. ~
Bsp suppT beschrankt ) T;S erfillt die Streifenbedingung.

Bemerkung. Seien f;g; ~ 2 CO1 R" , dann ist
VA Z Z

T~ f g X 7 x dx fX ygy ” x dy dx
ZR" 7 RN RN
fX ygy 7 x dxdy
R A"z
Xy z

fz”z ygydzy
RN RN

Wahle R so, dass supp * 2 Kr 0 . Dannist der Integrand hoéchstensfur z y <
R von Null verschiedenund f z g y 0 héchstens in suppf  suppg.

Definition T;S 2 D’ R" 2 erfillle die Streifenbedingung, dann ist T S defi-
niert durch,

T § 7 : Tx Sy 7 X vy Tx Sy 7 X Yy ;

far > 2C3 R" .
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Probleme. WasistT S? ¥: X;y , ® X Yy hatstetsunbeschrankten Tréager.

335 Lemma SeiS2D° R", = 2C} R™ ™ | Setze

X S 7T X fur x 2 R™:

Dann gilt

@ r X S r 7Xx;

iy 2CctRrR".

Gi) ;90> ;Yo
» (i) Es gentigt die Behauptung fur die erste partielle Ableitung zu zeigen,

1
X hej X s 7 x  hej; 7 X;
h h
SsietigS @Xj - X:
DO, X S 07 X S reif%” x;

(i) Mit (i) folgt, 2 C* R" . Seisupp ~ R;R ™ M dannist 7 x; 0
fur X;j > Runabhangigvon und daheristauch x S 7 x; 0
auBerhalb von R;R M.

(iii) supp ~j R;R " ™ daher ist supp j R;R M. Mit 3.36 folgt,

S cmax r ;
Jik 1
fur 2 Co1 R™ mit supp R;R ™. Setze ;: r 0 7i X; ,so
folgt,
r 7 x sr 07 x; cmax r ¢ 7 Xx;
i i e i 1

¥ 0 glm. bezgl. x: «
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3.36 Definition/Satz Seien T 2 D’ R" , S 2 DY R™ . Dann ist das direkte Produkt
definiert als,

T S 7 : TxSy ~ ; fur>2Ccg R ™:
Es gelten,
i T S2D'R™ R™ .
(i) Foru2Li, R" ,v2Li. R™ gilt,

Tu Tv Tux vy:
(iii) Seien 71 2CH R", 72 2C3H R™ und = x;y 71X T2y ,sogilt
T ’18 ’21

(iv) suppT S suppT suppS.

» “(I)» T S istnach 3.35 definiert. Die Lineartitat ist o Cesichtlich. Zum Nach-
weis der Stetigkeit sei 7 j B 0, so folgt mit 3.35,dass ; x : Sy 7 X; 'i 0
und damit,

T S ’j T i 1 0:
T Sist linear, d.h. Stetigkeit in O impliziert die Stetigkeit tberall.
“(ii), (iii)”: Ubung.
“(iv)™
(@) Sei xX;y 2suppT suppSundU x;y Umgebungim R" ™M, dann gilt
9U; X ;U y :Uj; X U y U Xy :
Nun gilt,
x2suppT D 9712Ct U x T =y O
y2suppS) 97,2Ct Uy S 7, O

Setze 7 X;y 71 X T2y ,dann gilt,
m2ctuxy ~T s~ T 1S 7, O

D) X;y 2suppT S:
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(b) Sei x;y suppT suppS. Ohne Einschrankung sei x suppT, dann
gilt

9U x R"oled: 8~ 2CfUx T~ O

U Xx RMistUmgebungvon X;y undT OaufU x R™, denn fur
2ClH U x R™ gilt

T S Tx S X,y 0:
Qi S A
2Cct U x

Alsoist xX;y  suppT S. «
3.37 Fortsetzung der Distributionen (i) ZuM R" abgeschlossen sei,
Clt: =2CTR"1C :supp” \M beschrankt :

Ci istein linearer Raumund C} R™  C.

Ist M kompaktsoist Ck CLT R" ¥ C.IstM R" soistCq Cg R™.

(i) SeiT 2D R™ ,M: suppT.Zu ” 2C% wahle 2C3 R™ mit 1
auf K suppT \supp ”. Setze

T T 7

Diese Definition ist unabhangig vom gewahlten ,dennsei ~ ebenfalls 1
auf K, so gilt

T z T z T z 0:
(iii) Eigenschaften.

(@ T:Cg ¥ Cist linear.

(b) Die Ableitungsdefinition gilt weiterhin,

DT~ : DT ~ 1T r =
{2}
r 7inkK

1l r =
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() T; ¥ Tin D° R™ und 9 K kompakt mit suppT; K, sogilt,

8~72CH:T; = ' T:
(d) supp > \suppT DT ~ 0. —

3.38 Satz Falls T;S 2 D’ R" 2 die Streifenbedingung erfillt, dann ist T S 2
D'R". ~

» T S ~ Tx Sy " X Yy

1) Sei > 2CE R" ,supp~ KrO0,”: 7 x y ,soistsupp ™ r und
daher,

suppT S\supp™ suppT suppS\ g beschrankt:
D.h. ¥ 2Cqppr s DT S 7 istdefiniert.
2) T S ist o[edsichtlich linear.
3.) Sei 7j Y 0, dann
9R>0: 8J2N:supp”j; KrO:

AlsoistsuppT S\supp”; K: suppT S\ R.
Sei 2C}R", laufKund 75 x;y 7j Xy ,danngilt
T S?; T S~ T s, ;10
! ! -
Yo

>

denn supp j supp undr T X5y %0glm. «
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