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1 Darstellung von Zahlen
1.1 Allgemeines
= Ganze Zahlen lassen sich als b-a-dische Briiche darstellen,

1
+Andn-1...a0 £1 ajb’, be{2,3,...},a;€{0,1,...,b—1}.
j=0

= Reelle Zahlen lassen sich als Fliefkommazahlen darstellen,

1 [::%T41
. cjbl
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Mantisse Exponent J=0
« Absoluter und realtiver Fehler
er _lz=2]

ex=1lz—-Z2|, er= 2Tz

= Approximation reeller Zahlen, eg < € = %h’”.

1.2 Fehlerfortpflanzung

« Addition
H H +A H
eA=%c+Ay_\Ax\+%y, eR = Ty
= Multiplikation

eA:E-Ay+Ax-y+Ax-Ay

%- Ay + AE- ygAx Ay
eR =

iy
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rel. Fehler von x und y Verstirkung

» Funktionsauswertung

es= %()?) ff(X)E— %l(x)%ﬂ.
_ %%;%ﬁ %%M
eR = = .
x) X) [x|
« Numerische Differentiation

oo - fxem-re G n g g Hre,
—1

h 3¢ 6¢e 1
ep < ECf” + W + &, hopt = a, €A pin = ZEC/‘”.
2 LGS
Sei A € R,

« LU-Zerlegung fiir A

1 1
u B . - Uln
ln,l e ln,n—l Un,n

= A heifit positiv definit, falls x*Ax > 0, V x € R".
—1
= A heifit streng diagonaldominant, falls |a;;| > ;. %U- %7 i<n.

» Spaltenmaximums-Strategie. Weéihle p so, dass %m- % %ﬁ %/ j=1i.

» Relatives Spaltenmaximums-Strategie. Wéihle p so, dass %ﬁaximal.
j=i “@pj

= Die Hiille von A ist

1
H(A):={1,...,n}>\ (i,j) : an fiirk=1,...,j oderax; =0 fiirk =1,...

= A heifst Bandmatrix mit Bandweite m = my + mo + 1, falls

ai; =0, fiirj<i-my oderj>i+m.
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Als Band bezeichnet man

1 (]
BA) = (,j)ell,...n’:i-m<j<i+m
« Eine Abbildung ||-]| : R™ — R heifit Norm, falls positiv definit, homogen und dreiecksun-

gleich.
« Seien |||, und ||-1l,, Normen, die Matrixnorm ist gegeben durch,

lIAX ||
A5, := max " = max ||Ax|l,.
wert [ XLy lxll=1

= Sei A invertierbar. k(A) = %1 %AII heifit Konditionszahl.

2.1 Satze allgemein

« A positiv definit = A reguldr und jede HU-Matrix positiv definit.
« Vertauschen von Spalten/Zeilen allein zerstort idR die Symmetrie.

» A streng diagonaldominant = jeder Schritt der GaufS-Elimination ist Diagonaldominant.

2.2 Satze LU-Zerlegung
» Die LU-Zerlegung von A existiert (und ist dann eindeutig) < alle sind Hauptuntermatrit-
zen reguldr.

« A streng diagonaldominant = LU-Zerlegung ist ohne Pivotisierung anwendbar und die
relative Spaltenmaximumsstrategie liefert sofort das aktuelle Diagonalelement als Pivot-
element.

« A streng diagonaldominant = A® Matrix nach k — 1-Schritten ist streng diagonaldomi-
nant.

» Die LU-Zerlegung vergrofert weder die Hiille noch das Band einer Matrix.

2.3 Beispiele fur Matrixnormen

(a) Matrixnorm zur ||-||;-Norm heiRt Spaltensummennorm,

Al :== max 'EU'EI
Jj=l..m

""" i=1

(b) Matrixnorm zur ||-||,-Norm heilt Zeilensummennorm,

(c) Matrixnorm zur ||-||,-Norm heilit Spektralnorm,

I All> := max | Ax][> .
xeRM

llxll=1

2.4 Satze Matrixnorm

« A invertierbar, A EW von A = 1/A EW von A~L.

« Sei A € R™" symmetrisch, so ist ||All, = max {|Aa]}.
. i 1

«Sei A e R™™ soist|All, = [ATAJ-.

« Sei A invertierbar und %1 %BH < 1. Dann ist A + B invertierbar und

%\JrB)’l% 751%

1 [JA-HIIBIT

« Sei A invertierbar, b + 0 und %1 %AAH < 1. Dann gilt fiir X = x + Ax die Fehlerab-
schdtzung

1
laxl _ k(4 Tmdbllaa)

lxll = 1 k(A 18l bl LAl

= A invertierbar = k(A) > 1.

|Amax|
‘Aminl

= |All = |A] fiir jede Norm und jeden Eigenwert.

« A symmetrisch = k(A) =



2.5 Cholesky Zerlegung

« Sei A symmetrisch und positiv definit, dann existiert eine eindeutige Zerlegung A = LL",
wobei L linke untere Dreiecksmatrix mit L;; > 0.

3 Interpolation

= Raum der Polynome vom Grad < n.

1 1

— | — L1

TnzlﬁR——[R:p(x): ajxf,aje[RIZI
=0

» Lagrangedarstellung zu den Daten (x;, ;)

 a— 1 { —
p(x) = ijj(x), LJ(X):':Ii (x = xx), Lj(xi):5ij-
J=0 (xj = xi1) 125
k=0
k=j
« Newtondarstellung zu den Daten (x;, Vi)
| — it/
p(x)= ¢jqj(x), qj(x)= (x—xk).

j=0 k=0
« Idee Spline-Interpolation. Man bestimmt n Polynome vom Grad m mit m << n auf den
Teilintervallen [x;-1,x;] firi=1,...,n.

« Eine Funktion f : [a,b] — R mit f € C"™'([a,b]) und

f% e Py, firi=1,...,n,

[xi-1,x:]

heifit Spline der Ordnung m zum Datensatz X = (xy,...,Xn). Der Raum der Splines heifst
Sm.-

3.1 Satze Polynominterpolation

« Fiir (x4, ¥:),1=0,...,n und x; # x; hat die Interpolationsaufgabe genau eine Losung.
» Formel der dividierten Differenzen, cip = ¥i = Ck = Cok,

Cit+1,j-1 — Ci,j-1

Cij =
Xivj = Xi

Xo Yo  — Co,1 —_ ——>  Com

~~~~~~ > Cn-1,1
Schema der Rekursionsformel fiir die Koeffizenten.

3.2 Approximationseigenschaften

= Sei p € P, das Interpolationspolynom mit p(x;) = f(x;),i=0,...,n, x; # xj fliri = j
und f € C"*1(R). Dann gilt

%(X) —f(X)E' 1 %*WE)(x—xO)(X—xl) e (x—xn)%

T (m+1)!

mit & = E(x) € [min {x, xg,...,Xn},Max{x, Xo,...,Xn}].
3.3 Splines
« Lineare Splines (m = 1)

X —Xj-1 X —Xj
pi(x) =; +Yia
Xj— Xj-1

= Kubische Splines (m = 3)
(@) Natiirlche Splines py (xo) = 0, p;, (xn) = 0.
(b) Eingespannter Spline (Hermitsche Randb.) p1(xo) = &, p;,(xy) = B.

(¢) Periodische Splines. p1(xo) = pj,(xn), P (x0) = pji (Xn).



« Natiirliche Splines

5(x) = pj(x) = a;(x —x;1)% +bj(x -

M;=s"(xj), j=0,...,n

o M- M
7 6h.j

M,
bj= =5+
e YiTYin ﬂ, +M1—1
! h; 76 3
dj=yj1.

Da nattirlich My = M, =0,

1
2 ]’L1 + hz) h2
h» 2(h2 +h3)  hs

hnfl

T2 =y - £ -0

;%(yn - yn—l) - hi] (yn—l — Yn-

Xj,1)3 + C(,‘(X - Xj,l) + dj,

hn—l
Z(hnfl + hn)
1

2)

ist strikt diagonaldominant. Fiir dquidistante Stiitzstellen

(] 1
1 M, i
6
h?
1
1 4 Mo,
7

1
2 =21+ Yo
3= 2Y2+ 1 %
Zyn 1+ Yn-2

3.4 Approximationseigenschaften von Splines

= Interpolationsaufgabe: Finde s € S3 N V; mit

s(a) = 5" (b) =
s'(a) = «, (b) = B, «, B € R gegeben,
s'(a) = s'(b), s"(a) =s" (D),

(-]
Vi = feC%(a,b]): f(x;) =y, firj=0,...,n ,
Vz=?|€V1 s f'(a) =« f'(b) = -
Vo= Feviif@ =, fr@=fm

(R1)
(R2)
(R3)

« Sei j € {1,2,3}, s € V; n S3 die Splineinterpolation fiir f € V; und s (a) = s"” (b) =

falls j = 1. Dann gilt

(x) %dx < %’(x) %dx.

a

D.h. s lost das Optimierungsproblem

mm%(x %dx

geV

wSeia<xog<x;<...<Xxp=Dh.
h= max % Xj- 1% u e C¥([a,b]) mitk <n,

u(xj) =0, j=0,...,n

Dann gilt

Y %(ab Ildhk?l %k) %(ab) 1=0,1,...
% % [ll\dfhk e % %((a,b))’ 1=0,1,..

L~

= Sei s € S3(X) ein interpolierender Spline zu den Daten
(xj, f(x})), j=0,...,n,

mit f € C?([a,b]) und einer der Randbedingungen (R1)-(R3).

k

k.



Im Fall (R2) gelte,
fia) =«, f'(b) =B,
und im Fall (R3),
Sf'(a) = f'(b), f'(a) = f"(b).

Dann gilt mit h = ‘nllax %J - Xj-1 ,%
Jj=l..,n

% _ f)(l) L%(a,b) <2h?t %, L%(u,b) :

und

A=

oap) = V2Rt % %(a,b)'

Jeweils fiir 1 = 0, 1.

« Die Spline-Interpolationsaufgabe, finde s € S3(X),
mit s(x;j) = yj, fiirj =0,1,...,n,

mita =x9<x;<...<Xn=Db,

hat fiir jede der Randbedingungen (R1)-(R3) eine eindeutige Losung.

4 Numerische Integration

« Quadraturformel mit Stiitzstellen x; und Integrationsgewichten wji,

e —
fx)dx =~  wif(x;).

a i=0

« Lagrange Darstellung
B B v |
| — .
pdx = flx) Lxdx, wi= - ldx
a i=0 ¢ O 10

w;j

[N}

n | w; abgeschlossen w; offen
1 %, % Trapezregel 1 Mittelpunktsregel
2 ) %,? %,3 % ) Sgimpson—Regel , %,1 % ;
3 § 8 88 g Regel § 18

Integrationsgewichte der abgeschlossenen und offenen Formeln fiir [a, b] = [0, 1]

Man unterscheidet zwischen abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln

Xo=a,XxXn,=b,xi=a+1i-h, h= h;u’
| —
Q(f) =  wif(xy),
i=0
und offenen Newton-Cotes-Formeln
X1 :u+ﬂ; xn:bfﬁy Xi=a+ 21_1’/"! h = b_a'
2 2 n
1
Q(f) = wif(xi).
i=1
w; siehe oben.
« Zusammengesetze Trapezregel. y; = a +ih,i=0,...,m,h=(b—-a)/m,
(|
p(x)dx = px)dx =...
. i=ly;
« Zusammengesetze Simpsonregel. y; = a + 2ih,i=0,...,m/2, h = (b —a)/m,
(|

&
p(x)dx = p(x)dx =...

a ie
i=ly,

1
Eine Quadraturformel Q(f) =  wif(x;) heifit symmetrisch, wenn
i=0
Xm-j—Xj=a+b, wnj=wj j=0,..,m.

Q fiir [a, b] heifit exakt auf Py, falls Q(f) = I?p(x) dx, V p € P;.
Legendre Polynome sind skalierte, orthogonale Polynome auf [-1,1],
Pu(x) = x" + cp X+ ...+ co,

. 1 .
pozl,m:x,nz:xh?m:x -

10



m Xi Wi
1 1
2| TEe Ve
3 |- 50 3 5979
4 | x4=-x,=0.861136311, | w; = w4 = 0.3478548451
X3 =—X2 = 0.339981 w2 = W3 = 0.6521451549

Integrationsgewichte der Gauf3-Quadratur auf [-1,1].

= Qauf’sche Quadraturformel auf [-1,1]

1 .
Q) =  wif(xi), w; = =1 dx.

i=1 -1 J=1

4.1 satze fur interpolatorische Qf

]

«Sei Q(f) =  wif(x;) eine Quadraturformel fiir alle p € Py, auf [a,b], dann gilt fiir
i=0

fecm(la,b])

e —
wax-apH L H o g X

(
(m +1)! 4 J=0

« Q integriert Polynome p(x) = x* mit k € N ungerade exakt.
» Sei Q symmetrisch und exakt auf P»;, 1 € N U {0}, so ist Q exakt auf Po41.
» Eine Newton-Cotes-Formel
T—1
Q)=  wif(xi)
i=0

der Stufe m ist symmetrisch und exakt auf Py, falls m ungerade bzw. Py, falls m gera-
de.

« Transformation w; — (b — a)w;, x; —» a + (b — a)x;.

11

1
Fehlerdarstellung von Peano Sei Q (f) = w; f(x;) eine auf Py exakte Integrationsfor-
i=0
mel fiir [a, b]. Dann gilt fiir f € C**1([a, b])
] )
QN - fxdx= K@ f*Vwadt,
a

a

| | P 1
K(t):%éiowi(xi—t)’i— (x - bk axH
= a
1 DD 1
:% i:oQ x = (x - Dk 7a(x7t)§de|

= Sei Q zusammengesetzt mit Q j exakt auf Py, so gilt

|2}
) - f(x) dxé %(f) — flx)dx = nChk? %ku) %
a Jj=1

Yi-1

= (b -a) %kﬂ)%hk&. C < %

4.2 Satze Gaufl3-Quadratur

] [
» Die Legendre-Polynome py,...,pn Sind eindeutig und bilden eine Basis von Py,.
« Flirq € Pp_y ist pn,q =0.

« pn hat n verschiedene Nullstellen in (—1,1).
ol dr O, |
'pn(X) = (2n)! dxn (x nn .

= Die Gaufy’sche Quadraturformel ist exakt auf Poy, 1.

« Transformation w; — %% w, x; — S + x; %52,

= Fehlerabschdtzung

— 2}
() - flx)dx cmlbfa\z"“”%z’”)%- cm = o

7 a
Zusammengesetzt

2|
Q(f) ~ fx)dxH cm b - alh®™ %Zm)%.

a
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5 NLGS

= Bisektionsverfahren. Start: [ag, bo] = [a, b].

Schrittn — n + 1: Setze x, = %(a,l + bn)

flan) f(xn) <0 = [ans1, b1l = [an, xn],
flan)f(xn) =0 = x,, ist Losung,
sonst = [an+1,bni1] = [xn, bn]

Fiir x,, = %(b,, — ay) und jede Losung x* € [an, by ] von f(x*) = 0 gilt

%n—x*a 1 |b0—ll0‘.

- on+l
» Sekantenverfahren. Schritt n — n + 1. Bilde die Sekante s = s(x) durch (x,-1, f(xn-1))
und (xy, f(xy)) und lose s(x) = 0 = Xp41.
Darstellung von s(x):

X — Xn-1
Xn — Xn-1

X —Xn N
S(X):f(anl)m + fxn) =0,

f(Xn)anl - f(xnfl)xn
f(xn) 7f(xn—1)

>Xn+l =

. Sei f € C%([a,b]), x* € (a,b) Losung von f(x) = 0 und f'(x*), f"(x*) = 0.

Dann existiert ein & > 0, so dass das Sekantenverfahren fiir alle Startwerte xy, X1 €
Us(x*) konvergiert und es gilt

%n”—x*E;C%n—x*E fiirm=>1

(| (|
mitp =1 T+/5 undC>0. x

» Newtonverfahren. Star%rt sei xo. Im Schritt n — n + 1 konstruiere die Tangente des
Graphen (x, f(x)) € D in (xy, f(xy)), Tangente {(x,t(x)) : x € D} und lose anschlie-
Rend t(xy+1) = 0. Es gilt

!

E(x) = fxn) + f (xn)(x —xn) =0

Sfxn)
S (xn)

= Xn+l = Xn —

13

Konvergenz des Newton-Verfahrens Sei f € C2((a,b) — R), x* € (a,b), f(x*) =0,
f'(x*) # 0. Dann existiert ein 5 > 0 so, dass das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte
xo € Us(x*) konvergiert und es gilt,

%,Hl—x*%;c%n—x*% mitC>0. X

= Fixpunktiteration. f(x) =0 x —wf(x)=x, 0=+ w€R

Banachscher Fixpunktsatz Sei D = R™ abgeschlossen, ¢ : D — D eine Kontraktion,
d.h.

%(x)—wy)E;L%—yE vV x,y €D,

mit L < 1. Dann gilt
(i) Die Fixpunktgleichung x = ¢(x) hat genau eine Losung x* € D.

(ii) Die Fixpunktiteration ist gegeben durch
X‘Vl+l = d)(x‘n)

und konvergiert fiir jeden Startwert x° € D gegen x*. Es gelten die Fehlerabschdit-
zungen,

5’ — x* 5; Lt % —x! % a priovi,

1-L

%‘ —x* E; le %’ —xnl % a posteriori.

« Anwendung auf ein nichtlineares Gleichungssystem,
fx)=0, f:D-R", DcR"

Annahmen an f.

(i) f ist lipschitz stetig, d.h.
%x)—f(y)%]u 5—3}5 Vx,yeD,LeR.

L < 1 ist hier nicht verlangt.

(ii) f ist strikt monoton, d.h.
f)-fONx-y)=y %—y% Vx,yeD,

mity > 0.

14



Transformiere

fx)=0=>x=x—-wf(x)=¢p(x), w > 0.

¢ ist Kontraktion,

1
%(x) R 16%) SR 2wy + w?L? %— y%
o Y 1 I I
=:L3
Lpy<le w< i%/

L, minimal fiir wgp = LL) Optimale Kontraktionsrate

y y? y?
Lopt = Lw,,, = l_zﬁY+L7L2: 1‘? <1
0, 0o
« Sei f € C'(D) und D offen. Dann ist f genau dann strikt monoton, wennDf = wf(" -
ioi,j=

gleichmdifig positiv definit ist, d.h.
yTDf(x)yzy%% VyeR'VxeD

mit y unabhcdingig von x. X

« Sei f : R" — R™ lipschitzstetig mit Konstante L und strikt monoton mit Konstante y > 0.
Dann hat

flx)=0

genau eine Losung x*. Das Iterationsverfahren

; 2
X" = x" —wf(x™), mitd<w < L%/

konvergiert fiir jedes x° € R"™ gegen x* und es gilt

%‘—x*E;Lﬁ,é)fo%

mit

Ly= 1-2wy+ w?L2. X

« Ein Interationsverfahren,

Xn+1 — d)(xn)

15

mit ¢ : D — D, D < R" heifit lokal konvergent gegen x* € R"™ genau dann, wenn ei-
ne Umgebung U von x* existiert, so dass die Folge (x™)n-q fiir jedes x° € U gegen x*
konvergiert.

Das Verfahren heifit global konvergent genau dann, wenn die Folge fiir jedes x° € D gegen
x* konvergiert.

Das Verfahren hat die Konvergenzordnung p > 1 genau dann, wenn
3c>0:%“—x*§€5‘—x*% vV n=0.

Dabei muss im Fall p = 1 auch C < 1 gelten. x

= Global: Bisketion (p = 1), Fixpunkt (p = 1). Lokal: Sekanten (p = %(1 +/5))), Newton
(p=2).

=« Newtonverfahren im R",

fx)=0, f:D-R", DcDCcR".
Linearisierung

Sx) = f(x™) +Df(x™) (x —x™) =: T(x).
Berechnung von x™*! aus

Tf (Xn+1) -0

:Df(x'n)(xrul _ Xn) — —f(X").
Algorithmus fiir das Newton-Verfahren.

Start mit x° € D

Schrittn - n+1

Lose
Df(xMd" = —f(x™)

Setze
XL — x4 gn

Konvergenz des Newton Verfahrens im R" Sei f € C2(D — R"), D < R" offen, f(x*) =
0 und detDf (x*) # 0.

Dann konvergiert das Newtonverfahren lokal gegen x* mit Konvergenzordnung p = 2.

« Ddmpfung des Newtonverfahrens

16



Schrittn — n + 1 Aufwand Mul/Div %n3 + O (n?)
Lise Aufwand Riickwdrtsauflosen (n? + n).

Df(x™)d" = —f(x"
fx") S « LGS Losung mit LU-Zerlegung.

Wdhle%(e (0,117 so, déx
X"+ Apdh) = %(x”) % 1. LU-Zerlegung (PAx = Pb, bzw. LUx = Pb)
Setze
XM = x4 A dn. Firi=1,...,n-1.
Bestimme einen Pivot-Index p; € {i,...,n}.
« Armijo-Regel zur Wahl von A,, Seien &, B € (0,1). Setze F?HS_p"' ¢ iz Vertausche Zeilen i, p ()
. % v % ' %‘ FurJ:1+;};..,n
An =k, mitk=min jeNp: x" +x/dME=2 (1 - Bo) %(x") X aji= =
11
Firk=i+1,...,n
= Abbruchkriterien ajk = Ajk — Ajidik
(@ %(X")E g,
(ii) %’” —x" E; g, Aufwand Mul/Div %n3 +0(n?).
(iii) %f(x"))*‘f(x") 5 €. (Taylor) 2. Berechnung von Pb : b — Pb.
Firi=1,....,.n-1
6 Algorithmen Falls pi + i

vertausche b, by,

« Gaufs-Elimination. . L
3. Vorwdrtssubstitution Ly = Pb = y.

Firi=1...n -1 (Spalten)
Fiirj=i+1 Zeil i =b
lrj=1i+ ‘,....,TL(EIEH) Firi=2,...n

aji )

Lji = . b i
ii Yi=b; — iy

Firk=i+1,...,n Y

ajk = ajk — Lji - aix

b =b; + b, 4. Riickwdrtsauflosen Ux = y = x.
X = 2
Rrickwdrtssubsitution. " Unn
Firi=n— l,EI 1 —1
by 1 [ —
Xn = Xi=q, Yi— UijXj
Ann j=it+l
Flirj:n—l,ln_——IZ,...,l —
xj = u% b, - ajiXr Aufwand Riickwarts/Vorwdrts M=) 4 10U o 372,

k=j+1
« Bandmatritzen. Aufwand ~ m;mon.

» Cholesky-Zerlegung
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Ly = an
Firi=2,...,n
Fiirj =1,...,i—]

) 1
1 s
lij=q1— aij— Ll
JJ k=1
B
li = "aii - . Lik-

Aufwand Muldiv %n3 + O(n?) +n Wurzeln.
Zerlegung -> Vorwidrtseinsetzen Ly = b -> Riickwdrtsauflosen L™x = y.

» Newton Interpolation

Firi=0,...,n
Ci =Yi
Firj=1,...,n
Firi=nn-1,...,j
o= GGt
Xi— Xi—j

Aufwand Mul/Div "("T'l)

« Horner Schema

p(x) = (..(cn(x = Xp-1) + Cp-1) (X — Xp-2) +...) +Co
P =Cn

Firk=n-1,n-2,...,0
p=px-xx)+ck

Aufwand n Mul/Div.

= Summenformeln

"E%l(nfhnﬂnfh

- 6
i=1
" (- 1)n
1= —
i=1 2
(x+y)" = X x"kyk,
k=0
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