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1.2

1 Grenzwerte

1-A Grundlagen

Definition Eine Folge in einer Menge M ist eine Abbildung der Form

a:N1!™ M;

die man durch Aufzéhlen ihrer Funktionswerte als an n2n angibt.

Bemerkung zur Notation Wir wollen eine Folge als Ganzes mit an n2n bezeich-
nen, um sie von dem n-ten Folgenglied an zu unterscheiden.

An einer Folge interessiert uns vor allem ihr asymptotisches Verhalten. Um die-
ses beschreiben zu kdnnen, benoétigen wir einen Abstandsbegri L1

Definition Sei M eine Menge, dann heil3t eine Abbildungd : M M ¥ R Metrik,
falls sie den folgenden Eigenschaften genugt:

@ 8x;y2M:d x;y Oundd x;y Dax vy.

(b) 8x;y2M:d x;y dy;x.

(c) 8x;y;z2M:d Xx;z dx;y dy;z.
Metriken sind ein allgemeineres Konzept als Normen, es gilt folgender Zusam-
menhang.

Satz Sei V;k k ein normierter Vektorraum, dann wird durch
d x;y X Yy ; Xy2V;

eine Metrik induziert.



» Die positive Definitheit sowie die Symmetrie sind klar. Um die Dreiecksunglei-
chung zu zeigen bedienen wir uns eines beliebten Tricks,

d x;y X Yy X z z 'y kx zk z vy
dx;z dzyy:

Womit alle Metrikeigenschaften nachgewiesen sind. «

1.3 Bsp (@ M R;dxy X Yy .
Wie durch jede Norm, wird auch durch die Betragsnorm eine Metrik indu-
ziert.

n Pn p 1P
)M Chdxy : X VY, i1 Xi Vi
Selbiges gilt fur die p-Norm.

(c) Fur eine Menge M ist die diskrete Metrik definiert als,

8

20; X Yy,
d x;y -

-1, Xy

1.4 Definition Sei M;d ein metrischer Raum, an eine Folge in M.

(@) an heilBt konvergent gegen a 2 M bezuglich d, falls gilt
8">09N2N8n N:dapa <™

Schreibe a, ¥ afiurn ¥ 1 oder kurz r!'-”;{ an a.
(b) an heilBt konvergent, falls ein solches a existiert.

() an heilt Cauchyfolge, falls

8">09N2N8n,m N:dan,an <™
(d) M;d heit vollstandig, falls jede Cauchyfolge konvergent ist. ~

Erst der folgende Satz erlaubt es uns Uberhaupt von einem Grenzwert zu spre-
chen.



1.5

Satz Existiert der Grenzwert einer Folge, so ist er eindeutig bestimmt.

» Beweis siehe Skript Prof. Pdschel Seite 61f, man muss lediglich die Norm als
Metrik interpretieren. «

Wir wissen bereits, dass nicht jeder metrische Raum volltandig ist und nur in
vollstandigen Raumen folgt aus der Cauchyeigenschaft die Konvergenz. Die Um-
kehrung gilt aber immer.

Satz Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
» Beweis siehe Skript Prof. P6schel Seite 72. «

(a) Der R" ist mit jeder durch eine Norm induzierten Metrik vollstandig.

(b) Der Raum C a;b ;R mit der Metrik
df;g f gZ:B f x g X 2dxg ;

ist nicht vollstandig.

» Um dies zu zeigen, genigt es eine Cauchyfolge in C a;b ;R zu fin-
den, die nichtin C a;b ;R konvergiert. Dazu fixierenwira O0; b 2
und betrachten die Funktionenfolge

8

2x”; 0 x 1,

fn X
?1; 1<x 2:

fn ist Cauchy, denn

S .
fn fmg jx" x”“]2 dx x2N 2xN M x2M gx
0 0
1 2 1 1 1
2n 1 n m 1 2m 1 2n 1 2m 1
1 1 "
— —<"furnym>
n m



Die Grenzfunktion dieser Funktionenfolge ist nicht stetig und damit nicht
inC a;b ;R ,dennangenommen 9fF 2C 0;2 ;R :d f;f, ¥ 0,dann
gilt

10)f x 0 fuaro x 1,

Y AR 0
"o m
*

3
X
—h
X
N
o
X
-

Zdx 10)F x 1 furl<x 2

.

>
X

-
X

Dies impliziert

2 2

also kann T nicht stetig sein. «

1.6 Definition/Satz Sei an eine Folgein M;d .
(@) Ist Nk eine streng monoton wachsende Folge in N, so heiBt an, Teilfolge
von an .
(b) Sei a 2 M ein Haufungspunkt von ap , dann sind folgende Aussagen

aquivalent

a) Es existiert eine Teilfolge a,, I a.

b) 8">08N2N9mM N:dama <".
» Der Beweis ist eine leichte Ubung. «

Definition Die Menge der Haufungspunkte einer Folge a, bezeichnen wir mit

HP an a2 M : aist Haufungspunkt von ap

2

17 Bsp (@ an 1 “%) HP an,  fl=2; 1=2g.

(b) an 2e'" 6,



o

R Y

Re

Die 12 Haufungspunkte liegen auf einem Kreis mit Radius 2 um den Ur-
sprung und haben den Winkelabstand =6.

(c) Fareine Abzahlung an von Q in Rgilt HP ap R.
1.8 Definition Sei ap eine Folge in R;j j , dann sind limes superior und inferior
wie folgt definiert.

(@) Ist an nach oben beschrankt und HP ap 3, S0 ist

limsupa, supHP ap

(b) Ist an nach oben beschrankt und HP ap s, soist limsupan 1.
(c) Ist an nach oben unbeschrénkt, so ist limsupan, 1.

Analoges gilt fir den liminfan.

N2 n . .
1.9 Bsp @ an 1 “m D limsupan 1=2; liminfan 1=2.

(b) an n ) limsupan liminfa, 1.

21=2" furn ungerade;
© an
-2n fir n gerade:

liminfa, O;limsupa, 1.



1.10

1.11

Satz Sei an reell, nach oben beschrankt und HP  ap s, dann gilt
8">09N-2N8n N-:a, limsupa, ™

» Angenommen, die Aussage gilt nicht, also
9">08N2N9Nn N:aj=>limsupa, "

dann existiert eine Teilfolge an, mitan, >limsupa, ".Da an beschrankt
ist, existiert eine konvergente Teilfolge a%k von apn, mit Grenzwert

. A 0 H
a: lll!rri an, limsupan
Dannistabera2HP a, unda supHP ap ", ein Widerspruch. «

Satz Sei an Folgein R;j j .Dannist an konvergent genau dann, wenn ap
beschrankt ist und gilt imsupan liminfan.

» “)” an ist konvergent, also beschrankt und es gilt HP ap flimang.

Daher ist imsupan liminfa, liman.

“” Seia: limsupan “!I‘-‘{‘fa”' Da ap beschrankt ist, ist HP an :.
ntl =

Sei nun " > 0 beliebig aber fest, dann existieren nach 1.10 N;N° 2 N so, dass

gilt:

8n N:an limsupan ;

8n N°a, liminfa,

Furallen Ng maxfN;N%giltdahera " a, a ",alsoa, ! a. «

Funktionenfolgen spielen in vielen Gebieten der Analysis eine Rolle. Hier kon-
nen ganz unterschiedliche Arten von Konvergenz auftreten. Die Konvergenz
einer Funktionenfolge kann davon abhangen, welcher Punkt aus dem Definiti-
onsbereich gerade betrachtet wird, weshalb man beispielsweise in Funktionen-
raumen ein allgemeineres Konzept als Metriken benétigt, um diese Konvergenz
zu erfassen. Mithilfe der Konvergenz lasst sich auch oft feststellen, wie sich Ei-
genschaften wie Stetigkeit oder Di Lerknzierbarkeit aller Folgenglieder auf die
Grenzfunktion vererben.



1.12 Definition Sei D Menge, M;d metrischer Raum, f, eine Folge von Abbildun-
genf,:D " Mundf:D ¥ M.

(@) T heildt punktweise konvergent auf D gegen f, falls

8x2D8">09N2N8n N:df,x;fx <™

(b) Fn heildt gleichmaRig konvergent auf D gegen f, falls

8">09N2N8n N;x2D:dfypx;fx <" 7

Nicht Uberraschend ist folgender Zusammenhang.

1.13 Satz Konvergiert eine Funktionenfolge f, gleichm&Rig gegen eine Grenzfunk-
tion ¥, so konvergiert sie auch punktweise.

» Der Beweis sei als Ubung uberlassen. «
Im Folgenden wollen wir durch f, % f ausdricken, dass die Folge f, gleich-
maRig gegen F konvergiert.

1.14 Bsp (@) fn X X %sinx konvergiert gleichmaRig gegen ¥ x X, denn

1 1 1
fnx Ffx —jsinxj —<"furn>=> ;:
n n

(b) Auf D 0;2 konvergiert die Funktionenfolge
8

f 2xn 0 x 1;
n X
71 1<x 2

lediglich punktweise gegen die Grenzfunktion

8
. 20 0 x 1
X .
71 1<x 2

Wie wir noch sehen werden, kann die Konvergenz nicht gleichmaRig ge-
wesen sein, da f nicht stetig ist.



1-B Vertauschung von Grenzwerten

. . n 2 .

1.15 Bsp (a) Far die Doppelfolge anp n;p2n Mit anp b 1 — B gilt

. . .1

lim liman, lim — 0O

nilptrl niln '

. ) 2

lim limap, lim 1 — 1:

pflntl prl P

O [ensichtlich hangt der Grenzwert von der Reihenfolge ab, in der die
Indizes nach Unendlich laufen.

1.16 Satz Sei M;d ein vollstandiger metrischer Raum,a: N N ¥ M so, dass gilt

rlli!mlanp up firp2N;

limanp v N furn 2 N;
ptl

Giltanp % u p bzw.anp % v N, dann existieren die Grenzwerte Iilnl up und
p!?

lim v n und stimmen Utberein.

nil

» ObdA kdnnen wir annehmen anp % u p , dann gilt
dup;ugq dup;anp dapp;ang danguq

Fur ng hinreichend groR folgt aus der gleichméRigen Konvergenz von anp

dup;uq <3

d angpi@ngg <

fur p;q > P-~. Somitist u p Cauchyfolge, also konvergent mit Grenzwert u.

Es bleibt noch zu zeigen, dass v n ebenfalls den Grenzwert u hat.

dv n;u dv n;anp d anp;up dup;u

<d v n ;anpp gdup;u;

10



flr n > N-. Wahlt man nun ng > N- beliebig aber fest, folgt daher

dv ng ;u <§ ?:Ivn%;anop} Pug;u}< :

< fir p>Pung <3 fir p>P?
fiir p > maxfP-.n,; Plg.

Da ng > N- beliebig war, gilt fir alle n > N- und p > maxfP-.,,; PYg, dass
dvin;u<" «

1.17 Festlegung Im Folgenden seien X;dx und Y;dy metrische Raume.
1.18 Definition Sei D X, dann heif3t xXg 2 X Haufungspunkt von D, falls
8">09y2D:y X9 NMNdy;Xo <";
oder aquivalent
9 Xpnp IND: Xp ¥ Xg ®» 8N2N:Xx, Xp:

Die Menge aller Haufungspunkte von D bezeichnen wir mit D?, den Abschluss von
DmitD DLD% ~
1.19 Bsp (@ SeiD N,dannistD® 5 undD N.
(b) Sei D n% n2 No, dannistD® fOogund D D [ fOg.
(c) SeiD Q,dannistD® RundD R.

Die Menge der Haufungspunkte kann also leer, “groRer” oder “kleiner” als die
Menge selbst sein.

1.20 Definition SeiD X;f:D 1Y
(a) T heil3t stetig in xg 2 D, falls
8">09 =>08x2D:dx X;X < D)dy F xo;fx <™

Aquivalent lasst sich Stetigkeit mit einem Folgenkriterium definieren. f ist
stetig in Xg, falls fir alle Folgen X in D mit x5 ¥ Xo und X, X gilt
fxn TF Xo.

11



1.21

1.22

(b) ¥ heilt stetig auf D, wenn f in jedem Punkt aus D stetig ist.

(c) Der Raum der stetigen Funktionen ¥ : D ¥ Y wird mitC D ¥ Y bezeich-

net.
(d) Sei 2 DY dann schreiben wir lim ¥ x bzw. f x ¥ furx ¥
x 1
falls

8">09 >08x2D:dx x; < Ddy fx; <"
oder aquivalent dazu, falls fur jede Folge X, in D gilt
Xn ¥ DFxp ¥ T

Satz Sei Y vollstandig, D X, ;¥ : D ¥ Y. Gilt f, % F auf D und sind alle f,
stetig auf D, so ist auch F stetig auf D.

» Sei Xg 2 D, Xp Folge in D mit X, ¥ Xg. Setze anp : Tn Xp . Dann gilt
anp % T x, beziglich p und ’!i!nﬁl anp Tn Xo . Nun folgt mit 1.16

also gilt ¥ %o im f Xp und T ist stetig. «

Ein analoges Ergebnis erhalten wir fir Haufungspunkte:

Satz Sei Y vollstandig, D X, 2 D%und f,;f:D I Y. Gilt f, % f auf D und

giltfirn2N:f, x Yan furx ¥ ,dannexistiert imf x und es gilt
x1

» Sei Xp FolgeinD,xp, ¥ .Setzeanp: Tn Xp ,dann folgt

anp % F xXp; Nt 1;

anpp Yan; pt 1

12



Mit 1.16 erhalten wir,

Iim a Iim anp;
nptl np p;ntl np

lim f xp liman:
prl nil
Da xp beliebig war, folgt lim £ x Iiman. «
x 1 ntl

1.23 Bemerkung. Die selben S&tze gelten fiir Reihen, man muss sie nur als Folge von
Partialsummen lesen.

P
SeizB.f, x 2C D Y'Y ,Y Bannachraum und f, x ! gleichméRig konver-
n 1

®
gent auf D, dann folgt auch fnx 2CD11Y.
1

n

P
1.24 Bsp Sei ap Folgein C, an absolut konvergent, dann ist
n 1

X -
f x : an sin Nx ;
n 1

gleichméRig konvergent auf R, alsof 2C R ¥ C .

X ) X ) X o
f x an sin Nx an sin Nx janj <"
n 1 n N 1 n N 1

fiur N N-, also konvergiert die Reihe gleichmafig. «

Die wenigsten Funktionenfolgen sind auf ganz R gleichmaRig konvergent. Hier
ist die Beschranktheit des Sinus ausschlaggebend.

1.25 Satz Sei Y;k k Banachraum, f,2C ab 1Y ,f, % f auf a;b . Dann gilt

P
LAchtung: Mit an kann sowohl Reihe selbst, als auch ihr Grenzwert gemeint sein.
n1

13



» Mit 1.21 folgt,dass ¥ 2C a;b ;Y , also gilt

bl bl b
f x dx fn X dx f x X dx
a a a
P bl
f x fax dx " dx "b a;
a a

fiur n > N-. «

1.26 Satz Seif,2C! a;b 'Y, Y:;k k Bannachraum. Existieren xo 2 a;b und
Z2C ab YY sodass f, X0 konvergentistund gilt f3 % ~ auf a;b ,
dann folgt:

(a) fn konvergiert gleichméafig auf a;b .

(b) Sei ¥ x Ai'mlfn X .Dannist f 2 C! ab 'Y undf° = also
n
lim i x Jim fix. ~

K
» T ist stetig, also gilt nach dem Hauptsatz f, x  fn Xo Ot dt.

Xo

x
fax  fm X ot flLtdt faxo Fm Xo
Xo
x
2t £t dt faxo Tm Xo
Xo
x
flt =t *t fLt dt "
Xo
2"jx  Xoj " 2"jb aj "

fir n N~ und unabhéangig von x. Somit ist f, Cauchyfolge also konvergent.
Da die obige Abschatzung auch fur m ¥ 1 gilt, ist f, sogar gleichmafig kon-
vergent, es giltalso f, x f x <" unabhéangig von x.

14



S

Es ist f, X fn Xo f,ﬂ t dt und alle Summanden konvergieren. Durch
Xo

Grenzubergang erhalten wir nach 1.25

X
f x T %o 7 t dt;

Xo

und damit folgt ¥ =~ 2C ab 1Y . «
1.27 Definition/Satz Sei ap eine Folge in C und

8
%1; falls limsupan O;
R: 0; falls limsupa, 1;

1

—P=—; sonst:

= limsup kank
ntl

Dann gilt fur die Potenzreihe
X
fz anz zo ™

n 1

(i) £ z konvergiert absolut, falls jz zgj <R,
@ity £ z divergiert, falls jz zpj > R,

(iiiy ¥ z konvergiert gleichmé&Rig auf der Menge fz2C : jz zoj R’ fur
jedesR’2 O;R ,

(iv) T z iststetigauffz : jz zoj <Rg.
R nennt man den Konvergenzradius der Potenzreihe.

» Sei limsup Pkankz 0;1

nil

(i) MitSatz 1.10 folgtfurz2 C mitjz zgj <R,
(0} 1

janz zo"j Tjanjiz zoj BII

|msu? Jani {Z_{zﬁi
1=R <R

1z 2o "jz  zoj <1;
—B_
<1

15



(ii)

(iii)

(iv)

fir n > N+, wenn " hinreichend klein. Also konvergiert
n

absolut.

q
Seiz2Cmitjz zpj>Rund ap, Teilfolge mit "« an,

dann folgt
q Nk
ank 7 Z0 Ny N ank jZ ZOj
q— Nk
> limsup "jan] " jz Zoj
. . Nk
R LI RS E

fur " hinreichend klein. Damit divergiert die Potenzreihe.

P
Aus (i) folgt  janjR"" ist konvergent. Fir z 2 C mit jz
damit fur N > N-,
X X n
janz zo "j janjR™"™ <
n N n N

anz 2zo "
1

T [imsup ‘pjanj,

zoj R folgt

Seiz2Cmitjz zoj<R,undR’2 jz 2zyj;R beliebig aber fest, dann

folgt aus 1.21 die Stetigkeit von f auf
2C: zo0 R”;

also insbesondere in z. «

1.28 Satz Sei an reelle Folge, R wie in 1.27. Dann ist die Potenzreihe

X
f x an X X ™
n 1

firx 2 Xo R;Xp R beliebig oft di Cerknzierbar und es gilt,

fk x NN 1:::n kK lanx X "k ~

16



» Da F fur jxj < R gleichmaRig konvergiert, kann man Summation und Di [erkn-
tiation vertauschen. Der Konvergenzradius der Ableitung stimmt mit dem von
T x Uberein, denn

q
limsup"nn 1:::n k 1ap IimsuppaT,;

da pﬁ!l; n 171 1;usw.

Daraus folgt fir 0 < R% < R gleichmé&Rige Konvergenz fiir jede Ableitung im
Intervall X9 R;xXg R . «

17



2.1

2 Funktionentheorie

Die Funktionentheorie befasst sich mit komplexwertigen Funktionen komplexer
Variablen,

f:CVvC;z,fz:

Hier kommt es zu Uberraschenden Ergebnissen, denn man kann C zwar mit R?
identifizieren und die mehrdimensionale Analysis fur Abbildungen,

-
i

'RZIR?% xy ,fxy
anwenden, da C jedoch ein Korper ist, haben wir viel mehr Struktur zur Ver-
fligung. So existiert fur komplexe Funktionen ein neuer Di Lerknzierbarkeitsbe-
gri [_die komplexe Di[erknzierbarkeit. Funktionen, die komplex di Cerknzier-
bar sind, haben zahlreiche angenehmene Eigenschaften. Beispielsweise ist eine
Funktion, die einmal komplex di Lerknzierbar ist, auch unendlich oft komplex
di Cerknzierbar und sogar analytisch, also in eine Potenzreihe entwickelbar,

X

fz an zZ 2o
n 0

n.

Dies ist im Allgemeinen nicht einmal fiir reelle C1 Funktionen der Fall.

2-A Grundlangen

Definition Die komplexen Zahlen bestehen aus der Menge
C R R fajay :aj;a22Rg;
mit den Verknupfungen

ag;az bi; b2 a; byax by

ag;az  bibs aib;  azbz;aiby,  azb;

18



2.2 Bemerkung. (@ C; ; istein Korper. Im Gegensatz zu R lasst sich dieser
jedoch nicht mehr anordnen, weshalb wir nicht mehr auf Eigenschaften
wie Monotonie oder Trichotomie zuriickgreifen kénnen.

(b) *:R ¥ C; x , X;0 istein injektiver Kérperhomomorphismus, d.h. es
gilt insbesondere

R kann also mit der Menge f a;0 2 C : a 2 Rg identifiziert werden. In
Zukunft schreiben wir a;0 : a.

(c) Setzei: 0;1 dann folgt i2 1;0 1. Damit kann man aj;ap
a;; 0 i a;0 alsa; iay schreiben.
Der Realteil einer komplexen Zahl ist definiertals Re aj;a, : a;. Analog
dazu ist der Imaginarteil Im aj;a, : a definiert. Beide sind reell.

(d) Gauf¥’sche Zahlenebene

C lasst sich zwar nicht anordnen, dennoch kdnnen wir einen Abstand definieren,
sogar mehr, einen Absolutbetrag.

2.3 Definition (@) Die Abbildunga; ia, ai; iay heillt komplexe Konjugation.

a_—— p_
(b) jzj a2 a3 pziheirstderBetragvonz a; iay.

19



2.4

25

2.6

(c) Far z 0, lasst sich ein Argument definieren als arg z ” . Dabei ist *
eindeutig durch die Vereinbarung

a a,
< ; cos” —1 sin —2
1Z) 1Z)

(d) Die Darstellung z rcos” isin® mitr jzi; arg z hei3t

Polardarstellung von z.

Der Absolutbetrag von z ist eine Norm und induziert dadurch ebenfalls eine
Metrik, wie der folgende Satz zeigt.

Satz FUr z;zi1;z, 2 Cgilt
(@ jzj Oundjzj Oaz O
(b) jzijiz2j jzazj.
(©) jz1 z2j jzid jza).

» Folgt durch direktes Rechnen. «

Somitist C; ; ;jj ein bewerteter Korper.

Korollar d:C C Y R; zi1;z2 , jz1 z2]isteine Metrik auf C.

Damit steht uns auf C ein Konvergenz- und ein Stetigkeitsbegri Czr Verfiigung,
die wir nun genauer untersuchen wollen.

Satz Seien F;g:D C ¥ Cstetiginzp 2 C,dannsind ¥ gund f g stetigin
Zo, und falls g zg 0 ist auch f=g stetig in zg.

» Analog zum Beweis in R.  «

Wie wir im letzten Semester gesehen haben, sind die Funktionen e*; sinx und
cos X reell analytisch, ihre Taylorreihen konvergieren und stimmen mit den Funk-
tionen uberein. Mithilfe dieser Reihen, kann man nun e*; sinx und cosx auch
auf C fortsetzen.

20



2.7 Definition Die Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus sind auf C definiert als

X n
e?: ;; z2C;
n 0 )
X Zz2n 1
sin z : 1" z2C;
Lo 2n 1!
X ZZn
cos z : 1" ; z2C:
no 2n !

Ob diese Reihen fir irgendein z 2 Cn R konvergieren, ist dadurch noch nicht
klar. Die Konvergenzkriterien fiir Potenzreihen geben aber Aufschluss.

2.8 Korollar (a) e* konvergiert auf ganz C und ist dort ebenfalls C stetig.

(b) sinz und cos z konvergieren auf ganz C und sind dort ebenfalls stetig.

(c) Esgilt die Identitat, e?e™ e* W.

» (a) Setzt man e* anz", so ergibt sich

n 0
iani 11
R: lim 227 im 2 gimjn 1 1
ntl jan 1j nil n! nil

Nach Satz 1.27 ist damit z , eZ stetig auf C.

(b) Man kann die Potenzreihe von sin z schreiben als
X 1N

sinz z ——— z2n

Lo 2n 1!

und dann die Folge betrachten

Also ist die Reihe konvergent fiir alle z2 und damit auch fiir alle z 2 C.
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(c) Mit Hilfe des Cauchyprodukts folgt,

(0] 10 1

eZeW @X QA@X WikACP X Xziliwm !
n o N kok! mOIOI!mI!I
X o1 Xzl wm! X1 X m

m, Um0 w1 AW
mOm'IO ’ ' m 0 '10 {Z }
Binomischer Lehrsatz

X 1

m eZ W: «
2.9 Bemerkung. Die Taylorreihen von sinz; cosz und e stimmen fur z 2 R mit

den hier betrachteten Funktionen Uberein.

2.10 Korollar (@) e? cosz isinz.

(b) Fur die Polardarstellungvonz2Cmitz r cos” isin> rel’, gilt

21z rirge' 1 2

ﬁ Eei 1 T2 .
Z2 r2
Hierist 71 7 so zu verstehen, dass das Ergebnis wieder aus ; ist.

» (a) Da e# auf C absolut konvergent ist, erlaubt der Umordnungssatz die
Aufspaltung in Summanden fir gerade und ungerade Indizes,

X :inon X 2k X 2k 1
eiz 1z j2K Z j2k 1 Z

1 1 1
n 0 n: k O;n 2k 2k ! k O;n 2k 1 2k 1!
X 22k X 72k 1

Kk : Kk F i o

i 1 cosz isinz:

K o 2k ! K o 2k 1!

(b) Folgt durch direktes Rechnen. «

2.11 Definition (@) Seienz,;z,2C, 2CK ab *C mit a z;, b Zy,
dann heit eine CX-Kurve von z; nach z».
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(b) SeiO Coled f:0 I Cstetigp 2C' a;b ¥ O ,dann heilit
z bl
f z dz f t ot dt;

a

Integral Uber f langs

2.12 Bemerkungen 1.) Die rechte Seite kann als Summe reeller Integrale verstan-
den werden

b
Re f t "t dt 1 Im f t

2.) Ist 7 eine andere Kurve mit folgenden Eigenschaften
a) s »s,furd s b,

b) =2C! &b ¥ ab bijektiv,

c)”&a a ~b b,

’lzbE
f t t dt f s s ¥ s ds
a > la a
o
f s Tsds
a
3) lIst cab ¥C;t, a b t,sogilt
Z P
f z dz f a b t  a b tdt

a

Setzes a b t) ds dt, dann folgt

A p

f s ~ s ds T s ~ s ds f z dz:

a

23



4.) Jede Kurve kann so parametrisiert werden, dassa 0; b 1.

5) Ist stickweise C!-Kurve und eine Teilung von a;b gegeben mit a
to<ty<:::<tx b,danngilt

. 1 . .
j 4 1t 2C t 't 1 C;
VA

fz dz: f z dz:

iy
Bemerkung. Bei Funktionen von R nach C kann man die Di Lerentiation des Real-
und des Imaginarteils getrennt betrachten.

Tt Re t° im t % -

Vereinbarung Von nun an sei O stets eine o [ede Teilmenge der komplexen Zah-
len.

f:C=¢(

bezeichnet, dass f von einer o [eden Menge der komplexen Zahlen in die kom-
plexen Zahlen abbildet.
213 Bsp Sei : a;b Y O;f2C O ¥ C,sodass

Z b
f z dz f t ~ t dt:

a

(@ t 1 itfuro t 2undf z Z3

Z 2 2
z%dz 1 it31 idt 1 i% t3dt
0 0
1 i? .
2 2 1 i

by t etfuro t 2 ,undfz z lfirz2Cnfog.

z tdz e tieltdt 2 i:
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2.14

Bemerkung. Die Abschatzung

Z Z
fz dz fz dz;

ist im Allgemeinen falsch, sie gilt ja nicht einmal im reellen Fall, wenn - 7,
mit 7: a;b ¥ R™und 7 : 0;1 Y a;b streng monoton fallend.

Satz Sei 2C! ab 1O ,f2C O I C,danngilt

z P bl
f z dz f t Tt dt max f z Tt odt: T

z2im

» FOr reelle Zahlen gilt jrj signr r, wir multiplizieren die Zahl mit ihrem
Vorzeichen. Fir komplexe Zahlen kénnen wir nicht nur zwischen  unterschei-
den, sondern zwischen jeder Richtung in der komplexe Zahlenebene. Den Betrag
einer komplexen Zahl erhalten wir, indem wir die Zahl auf die reelle Achse dre-
hen, ohne ihren Abstand zur O zu veréndern:

Z Z
f z dz el f z dz;

R
wobei wir * arg T z dz setzen.

Mit der Monotonie des reellen Integrals und dem Mittelwertsatz erhalten wir

b b
Re el f t t dt i Ime’f t t dt
N (z } N {2 }
jr ot ot 0
b b
f t B max fz Tt dt: «
z2 ab
a a
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2.15 Definition Sei 2 C! a;b 1 O ,dann istdie Lange von definiert als

b
L : Tt odt: T

Damit kann man Satz 2.14 auch so formulieren
Satz Sei 2C! ab YO ,f2C O ! C,danngilt

z

f z dz max fz L D
z2 ab

216 Bsp Sei t e'mit0 t 2 ,danngilt

Z Z Zq
L t dt ie't dt cos2t sin®tdt
0 ) 0
@
z 1 1
—dz max — L 2
z jzj 1 Z
(b)
Z
zdz maxjzj L 2

jzj 1

R
Wir wissen aber bereits, dass zdz 0. Die Abschatzung ist also oft sehr

ungenau.

In der Funktionentheorie ist es oft geschickt, die Funktionen zu verschieben, zu
dehnen oder zu stauchen. Dazu bendtigen wir den Begri Cdér Homotopie.

2.17 Definition Seien 1; »2CX 0;1 ¥ O (k 0).Dannheifen 1; » CX-homotop
in O, falls es eine Abbildung 2 CX 0;1 0;1 ¥ O gibt mit

und o 2, die einer der folgenden Eigenschaften genugt:
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@ 0;s 0;0 ; 1;s 1,0 furs2 0;1,
d.h. die “Zwischenkurven” t , t;s fur festes s haben alle den selben
Anfangs und Endpunkt  0O;s 10 2 0; 1;s 11 2 1.

(b) 0;s 1;s furalles2 0;1,d.h. alle Kurven sind geschlossen.

Homotop sein ist eine Aquivalenzrelation und wir schreiben 1 2. heif3t
Homotopie zwischen ; und . Ein geschlossener Weg  heit CK-nullhomotop,

falls CK-homotop zu einem konstanten Weg ist.

2.18 Bsp (@ Sind 1; o2C 0;1 ¥ C,mit ;0 20 und ;1 21,
dannist 1 2!

t;s 1 s ;t s 2ot
0;s 1 s ;10 s 20 10 0;0 ;
1;s 1 s ;11 s 21 21 1;0 :
Y2
Y1

(b) Ist ;1 geschlossen und befinden sich im Einschluss von 1 keine “Locher”,
so ist 1 nullhomotop. Setze , t : Zzg fur zp 2 C beliebig aber fest und
wahle wiein (a), dann gilt

2ct, 0 o 1l 2
0;s 1 s ;10 s 20 1 s ;11 SZp 1;s:
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.
(1> Y2
S~

(d)  umlauft 0 einmal bzw. zweimal.

Y
0 v
L>

£
%

2.19 Definition und Satz Sei ¥ : C = C; zp 2 C, dann sind folgende Aussagen aqui-
valent.

(a) T ist komplex di [erknzierbar in zg.

(b) F' z : lim % existiert.
=40
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(c) Es existiert eine Zahl ¥° zg 2 C, so dass

fz fzo 20 z zo0 0z zo:

0 25 heilt Ableitung von f in zo. Ist F fiir jedes z 2 O di [erknzierbar, so heift
T diLerknzierbar auf O.

2.20 Satz Seien ;g :O ¥ Cin zg diLerknzierbar, dann gilt in zg.
(a) F;g sind stetig,
) £ g° f ¢

c f g’ f g f d

f 0 g fg°

(d) fallsg zo 0 ist g 9

© f g’ f gg. =

» Die Beweise funktionieren analog zum reellen Fall. «
2.21 Korollar Sei ¥ :C = Cin z 2 C di Lerknzierbar.
(@) Ist ¥ z konstant, folgt ¥ z 0.
(b) Seif z zX; k2N,dannistf® z  kzk 1.
(c) Polynome und gebrochenrationale Funktionen sind di Cerknzierbar.
222 Satz SeiF:0O ¥ CdilerknzierbarinO, 2C! a;b ¥ O .IstF® f, danngilt

Z
fzdz F b F a: —
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» Dies kann auf den Hauptsatz fur reelle Funktionen zurickgefihrt werden

z ] 2
f z dz f t ©tdt F Ot dt
a a
ReF t iImF Ot dt

a

] p]

ReF tdt i ImF 0t dt:

a a

Wendet man nun den Hauptsatz an, ergibt sich

ReF b ReF a ilmF b ilmF a
F b F a: «

2.23 Korollﬁtr (a) Besitzt T eine Stammfunktion und ist  geschlossen, dann gilt
fzdz O

(b) Die Funktion ¥ :Cnf0g ¥ C; z , z ! besitzt keine Stammfunktion.

» (@) ist geschlossen, alsoist a b und damit gilt,
z
fzdz F b F a o

(b) DieKurve :t , eltfirt2 0;2 istgeschlossen aber wir haben bereits
gesehen, dass
Z
zl'z 2i o

Die Funktion Inz mit Inz ° z ! ist lediglich eine lokale Stammfunkti-
on. Sie ist auf C nicht mehr eindeutig sondern besitzt verschiedene Zwei-
ge, die 2 1 auseinanderliegen. «
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2-B Holomorphie und Analytizitat

2.24 Vereinbarung Zu f : O ¥ C setzen wir

o )
O0: xy 2R?2:x iy20 ;

uv (0 1R% Xy , UXY VXY
Ref x iy ;Imf x iy ;

wir interpretieren F also als Abbildung von R? nach R2.

2.25 Satz Sei f:0 ¥ C, dann ist aquivalent:
(i) f ist dilerknzierbar in O.

(i) T ist stetig in O und fir je zwei C* Kurven in O gilt
z z
1 2) T zdz f z dz:

1 2

(iii) F ist stetig in O und fur jede C*-nullhomotope Kurve in O gilt,
z
fzdz O

(iv) Fur jedes zg 2 O existiert ein R > 0 und eine Potenzreihe, so dass gilt
X
fz anz zo ™
n 0
firjz zoj<R.

(v) T ist beliebig oft di Cerknzierbar in O.

(vi) Die Abbildung u;v istC! & ¥ R2 und erfillt die Cauchy-Riemannschen
Di Cerknzialgleichungen

Ux Vy; Uy Vx inO: 7
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Der Beweis dieses Satzes wird sich Gber das ganze Kapitel erstrecken.

2.26 Definition Erfullt £ : O ¥ C eine, und damit alle Bedingungen, aus Satz 2.25, so
heildt ¥ holomorph oder analytisch in O.

2.27 Cauchyscher Integralsatz fur Bilder von Rechtecken Sei ¥ : O ¥ C dilerkn-
zierbar, R eine achsenparallele, abgeschlossene Rechteckflache in R?,
> 2CLR ¥ O und eine geschlossene stiickweise C* Randkurve von R, dann

gilt

z

fzdz O ~
0}
(@]
R
Y
. . . . R i

» 1) ~ ist stiickweise C! in O, also ist das das Integral T z dz defi-

niert.

2) R ist kompakt und r~ @17;@,~ * stetig auf R. Daher nimmt jr = j
dort sein Maximum an, es existiert also ein C 2 R, so dass

r’> x;y kr*ky :C; 8 x;y 2R:

3.) Definiere eine Folge R; von Rechtecken mit Randkurve . Dabei sei
Ro: Rund ¢:
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Teile R durch Seitenhalbierung in 4 Rechtecke, wobei R, 1 : dasjenige
der4,furdas - _ f z dz am grofiten ist.

O [ensichtlich liegt Ry 1 in Ry und es gilt
Z X Z
f z dz f z dz;
- j1-

n i

da sich jeweils die Gberlagernden Kurvenstiicke von j wegheben:

Rn

Yn

Es gilt damit

Z Z
fz dz 4 f z dz

n n 1
Per Induktion erhalten wir

Z Z
f z dz 4n f z dz

Definiere eine Folge X, mit X : Mittelpunkt von Ry, dann folgt

1

JX Xnj L n zinl‘

0
fur Xx 2 Rp. Firm  nund Xm 2 Ry, gilt dann

. . 1

Xm  Xnj < ZT‘L 0;
also ist X eine Cauchyfolge und damit konvergent gegen ein y 2 Rp.
Dabei ist insbesondere 'y xn =L o .
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5.) Da ~ stetig ist, gilt fir x, ¥ y auch * x, I y : zp20.
Seiz2im?~ n 2 7 X ; X 2 Rp, dann gilt nach dem Mittelwertsatz
fur Funktionen f :R™ I R,

JRe z zp ] Re = X Re = vy "5 rRe 7 x k x Y
C
C X vy CL n z—nL 0:

Analog folgt fur den Imaginarteil jlm z  zg j Z%L o , und damit gilt

6.) Sei " > 0 vorgegeben, f ist di Lerknzierbar, also gilt,

fz fz z z0fz0 r z:z0;

r z;zg

mit 7 7 <"fur0<jz zgj<

FUr n hinreichend grof gilt

7 Xn  zoj<
Jr 7 Xnizoj<"j7 Xn  Zoj "péz%l— 0:
Daraus folgt
VA Z Z
f z dz f 2o z zo ' zo dz r z:zo dz

" |—°" {z
0; da Polynom

fL

maxjr z;zo jL * n

P
.P5 C -
2.5L o v nt ht dt
a
P- C L p-c?
WPyl cbo WPRCE e
2n 2n 4n 4n
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7.) Zusammen mit 3.) gilt somit fur jedes " > 0O,

z

fz dz 4" D "D: «

4n

2.28 Korollar Sei f: 0O ¥ Cdilerknzierbar, 1; » C'-Kurvenin O und ; 2, dann
gilt

f z dz f z dz:

1 2

» Sei eine Homotopie zwishen 1 und . Setze * : und R 0;1 0;1.
Wir mussen zwischen den zwei Definitionen einer Homotopie unterscheiden

Fall 1) 0;s 0;0 ; 1;s 1;0 . Sei die Aneinanderknipfung von
1; 2; s und 4 (Skizze), setze,

z 1t T t0 1t
- 2t . 7 1,0,
z 3t 71 t1 2t

z 4+t . 701 ” 0;0;

dann folgt mit 2.27,

z
0 f z dz
z z z z
f z dz f z dz f z dz f z dz
: —2 3 — {3
e 7 0 0
f z dz f z dz:
1 2
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Fall 2) 0;s 1;s , ebenso mit 2.27 folgt
Z
0 f z dz
z z z z
f z dz f z dz f z dz f z dz
71 Z’ 2 2 T
f z dz f z dz:

1 2

«

» Teilbeweis Satz 2.25 (i) ) (ii): Folgt aus 2.28 da F stetig.
(ii) ) (iii): Ist  C-nullhomotop, dann ist ~ mit einer konstanten Kurve ~.
Daraus folgt mit (ii), dass
z z
f z dz fzdz 0 «
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2.29 Cauchyscher Integralsatz fur Kreisscheiben Sei ¥ : O ¥ C di [erknzierbar, so-
wiezg 20, r >0mitK, zo : fz2C :jz 2zgj rg O.Danngilt

z
1 T

2 i z
J ozjr

Tz d ; farjz zgj<r:

Ist ¥ auf dem Kreisrand bekannt, so ist es damit im Kreisinneren eindeutig be-
stimmt.

Das Integral ist hierbei zu verstehen als Integral langs
t zo rel:o0 t 2 : ~

» Sei -t z "elt,0 t 2 ,dannistoensichtlich »in Onfzg, und
f
- di Cerenzierbar in O n fzg.

2\ Z0
A\ /
N Ay
Y \\_’/
Aus (ii) folgt
Z Z Z
L f f f f
d d Z 124
z z z
Z VA
f f 1
24 fz d
] z ) z
I J 2z
Da f in z di [erknzierbar ist, ist % < C fur z <" und damitist
z
f f
Z 4 oL cz2
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Also gilt fur " 1 0,
z z
Li d 0 fz 1d 2 ifz: «

i

z

2.30 Potenzreihenentwicklungssatz Sei ¥ : O ¥ C dilerknzierbar, zo 2 O, r >0
mit K, zo O, dann gibt es an 2 C, so dass
X

fz anz zo " furjz zgj<r:
n 0

» Aus Satz 2.29 folgt: FUr jz zgj <r gilt

z z
f 1 L d 1 L 1 d
2 i z 2 i z01 =2
j zojr j ozojr °
z !
1 L Xz oz kd )
2 i Zo Zo ’
iozjr “

da Z—ig < 1 konvergiert die Reihe gleichmé&Rig beztglich auf dem Kreis.

Z L
1 X f Z Zo d
2 ik o Zp Zp
Jjozjr
YA
X 1 f « X k
- 7k1d zZ Zo ak z zo
ko< ! - 20 k0
J zo)r
" 1 R f
fur ak 21§ 2z er .o«
2.31 Korollar Sei ¥ : O ¥ C dilerknzierbar, zg 2 O, sowie
X
f z anz zo ™
n 0
die Potenzreihenentwicklung von F.
(a) Fur die Glieder der Potenzreihe gilt
z
1 f fn Zp
an —— . . — dz :
2 1 J zjr Zp n!
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(b) Far den Konvergenzradius R der Potenzreihe gilt

n o
R sup r>0: Ky wp o : -

» (a) Da man im Konvergenzradius gliedweise di Lerbnzieren kann, folgt dies

direkt indem man z  zg setzt.

n o]
(b) Seiz2Cmitjz 2zgj<sup r >0 :K; zo O , dann existiert ein r >

0, so dass K, zg O und damit konvergiert die Potenzreihe im Punkt z.

«

232 Bsp SeiO Cnfi; igund

fz

Entwickelt man ¥ um zp 2 O in eine Potenzreihe, folgt aus 2.31,
R  minfjzo 1j;jzo 1jg:

Wegen £z ¥ A1furz ¥ ifolgtsogarR minfjzo ij;jzo ijg.

Re

Setzen wir beispielsweise zo 0, ist die Potenzreihe von f gegeben durch,

1 -
fz — z2 " fur jzj<R 1
1 z2 "o
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2.33

2.34

was R minfj ij;jijg bestatigt.

Setzen wir nun zg 2 1, erhalten wir
R  minfj2j;j2 2ijg 2;
was sich durch einfaches Nachrechnen bestatigen lasst.

Definition Eine Funktion ¥ : C ¥ C, die auf ganz C diLerknzierbar ist, heif3t
ganze Funktion. Ist ¥ ganz, dann gilt flr beliebige zp 2 C,
X

f z an z zo " furallez 2C:
n 0

» Teilbeweis Satz 2.25 (i) ) (iv): Siehe Satz 2.30.
(iv) D (v): Siehe Satz 2.34.
(v) ) (i): trivial. «

Satz Sei T z an z zo " fur jz zpj < RmitR > 0, dann ist f in
n 0

Kr zo ¢ fz2C :jz 2zpj <Rg beliebig oft di Cerknzierbar und

X
fkz nn 1::n k lanz zo" K furjz zj<R:
n 0

» Fur k 1 (Rest folgt mit Induktion)
Die gliedweise Ableitung

X 1
gz nanz zo" %
n 1

hat denselben Konvergenzradius wie ¥ z .

R L . . ;
Sk Z an z zo "istein Polynom und damit insbesondere di Cerknzierbar,
n 0

also gilt
Z
sﬂ z dz sk z» sk z1 ; fur Kurve in O von z; nach z:
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R
Daraus folgt s,o( z dz ist unabhangig von der stiickweisen C! Kurve . Fir

z 2 Kr zp sei g, beliebige stlickweise Cl-Kurve von zg nach z, die ganz in
Ky zo verlauft fireinr 2 0;R , damit folgt
Z Z

Ey PEy Ty @ ATz fo g d:

1fz 'f zo 20 opg d zg:z

unabhéngig von

Fur z;w 2 Kr zg wéhle 2,7, z,w Wie in Skizze,

R R R
danngiltf w Ff z g d g d g d . Damit folgt
zg;wW z9:z zZ;w
Z
fw TFfz 5 1 , d
w  z 9 w  z 9 9

zw

— max z L 2w <"
w oz 2o 09 zw

furjw zj< . Alsoist f dilerenzierbarund 'z gz . «

£n

2.35 Korollar (@) an TZ“ insbesondere ist die Potenzreihe eindeutig.

(b) Cauchysche Koe [ ziehtenformel,

Z
n! T
i Zo N 1
Jozjr
fur jedesr 2 O;R .

n
T Zp
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236 Bsp (@) e%? eZ
(b) cosz? sinz.
(c) sinz? cosz.

Insbesondere sind e?;sin z; cos z ganz.

2.37 Cauchyabschatzung fur Taylorkoe [ziehten Sei ¥ : O ¥ C di[erknzierbar,
Kr Zo o, fz M farjz zoj r und

fur jz zoj <r, dann gilt

fnZO . . M_v
T A

» Hier kbnnen wir 2.31 verwenden,

z

janj i fizdz
2 i ) z zognN1
JZ Zo) T
2 omax —T %2 M. .
2 jz zoj rjz  zgj" 1 rn

2.38 Satz von Liouvielle Jede beschrankte ganze Funktion ist konstant.

» Sei F z M fur z 2 C,

X
fz an z"; furz 2 C;
n 0

dann folgt aus 2.37, dass janj rMn furaller O mitK, O O C.Dar=0

beliebig war folgt,
8
M =M:; furn O

|
rir™ 20, furn 1

Alsoist T z aofurz2C. «
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2.39 Riemannscher Hebbarkeitssatz Seizg 2 O, f : Onfzog ¥ C holomorph. Ferner
OM=09r=>0: f z M; firO0<jz zgj<r:

Dann ist T in zg holomorph ergéanzbar, d.h. es existiert ein a 2 C so, dass

8

~ 2a; Zz  Zo;

fz -
-f z ; sonst;

holomorph ist auf O.

» Setzen wir
8
20; furz zo;

Zz zo%fF z; sonst

dann ist g di Cerknzierbar fir z zp und fir z  zo. Damit folgt,

9Z g7
Z Zp

z zo ¥z "Ofurz ¥ zq:

Insbesondere ist g° zg 0; g 2o 0 und g ist holomorph auf ganz O. Es
existiert also ein r > 0, so dass die Potenzreihe

X X
gz anz zo" anz zo ™
n 0 n 2

fur jz  zoj < r konvergiert. ¥ hat somit die Darstellung,

gz X

z zg?2

anz zo" %

n 2

fz

fir0<jz 2zpj <r.Setzten wir nun,

. z
a: |Im97

az,
z820 Zz Zg 2

kénnen wir f in zg holomorph fortsetzen und erhalten,

X X

fz anz zo"? an»z zo"
n 2 n 0

furjz zgj<r. «
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Der Hebbarkeitssatz ist eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft von holomor-
phen Funktionen, in R ist eine solche Aussage nicht mdglich. Die Forderung,
dass zg 2 O liegt ist dabei nicht unerheblich, wie man sich leicht am Beispiel
z, ez Uberlegen kann.

2.40 Bsp Sei ¥ holomorph in O, dann ist auch

8
20 74 firz zo;
gz >fz fz .

~ 20— sonst;

holomorph in O.
2.41 Hilfssatz Sei £ : O ¥ C wie in (iii) gefordert. Ist D O abgeschlossene Dreiecks-

flache mit geschlossener stiickweiser C! Randkurve , so gilt

Z
fzdz 0 —

» (@) Seipt 3t 2t8

y
y =p()
\ t
poO O pl1 1
p’t >0; fur O<t<1;

insbesondereistp: 0;1 ! 0;1 bijektivmitp’0 p°1 O
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(b) Nach Voraussetzung ist stiickweise C1. Wir kénnen also nach eventu-
eller Umparametrisierung wie folgt durch C! Kurven ; beschreiben

8
§1t; o<t %
t gzt; I t<?
- 3t §<t 1:
as az
Ay

Da nur an endlich vielen Stellen nicht C1 ist, kann durch eine geschick-
te Parametertransformation auf ganz D zu C! transformiert werden. Sei

dazu ;1 t 1 %p 3t , dann folgt
1
Z Y 1 1
f z dz f 3P 3t ¢ 3P 3t p’ 3t dt;
. 0

Substituieres ip 3t ) ds p° 3t dt,

z z
f 1s Jsds f z dz:
0 1

Das Gleiche gilt fur

t 1 1.4 L.

2 2 3 3p 3

t 2 loa 2

3 3 3 3p 3

damit erhalten wir

8 1
g1t 0 t 3
~ L1 2.
t gzt, 3<t 3;
“at; <t L
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und damitist “t 2C! 0;1 T O.

und ~ sind homotop, also folgt mit (iii)

f z dz fzdz O

Um zu prifen, ob = auch Nullhomotop ist, muss bei der Angabe der Ho-
motopie darauf geachtet werden, dass die “Zwischenkurven” den Defini-
tionsbereich D nicht verlassen. Wahlen wir unsere Standardhomotopie,

t;s 1 s7t s t;
dann ist jedes t;s 2 D, daD konvexist,alsoist™ T 0. «

2.42 Satz von Morera Sei f : O ¥ C stetig und fir jede abgeschlossene Dreiecksflache

D O mit geschlossener stiickweiser C1-Randkurve sei
Z
fz dz O

dann ist ¥ di Lerknzierbar in O.

» Sei zg 2 O und K, zg O. Wir mussen zeigen, dass f eine Stammfunktion
F auf Ky zo O besitzt. Dann ist F diCerknzierbar und mit (v) beliebig oft
di Cerknzierbar. Also ist auch f di Cerknzierbar und die Behauptung folgt.

< =
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2.43

2.44

Sei w t z tw z;0 t 1. Ausder Voraussetzung folgt

Z Z Z
f d f d f d 0:
zg;w zZw zp;z
R
Setze F z : T d , dannist
20;2
z Z Z
jF w Fzij f d f d f d
zo:w z0:z zZw

Damit kdnnen wir den Di Lerknzenquotienten abschéatzen,

z
Fw Fz £z # f fzd
w  z jw  zj
— max F fz w. <"
jW Zj 2im zw i_—{%ﬂ}

jw zj
furO<jw 2zj< ,daf stetigist. «

» Teilbeweis 2.25 (iii) ) (i): Die Voraussetzungen fur den Satz von Morera sind
erfullt und damit folgt (i). «

Bemerkungen (@) Wie wir im Beweis von Satz 2.42 gesehen haben, hat eine
Funktion ¥ : O ¥ C genau dann eine Stammfunktion, wenn sie di [eren-
zierbar ist. Im reellen Fall war Stetigkeit bereits mehr als genug.

(b) Die Existenz einer lokalen Stammfunktion von ¥ impliziert nicht die Exis-
tenz einer Stammfunktion auf ganz O (“globale Stammfunktion”).

Bsp F z z TaufO CnfOg ist holomorph, besitzt aber keine Stammfunktion
auf O. Spater werden wir sehen, dass in der “geschlitzten” komplexen Ebene

Cn 1,0,
In z eine globale Stammfunktion von z 1 ist.

Satz Seif: 0 ¥ C,zp Xo iyo 2 O, dann sind folgende Aussagen &quivalent
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(i) f istdilerknzierbar in zo.

(i) u;v : O ¥ RZistin Xo;yo dilerknzierbar und es gelten die Cauchy-

Riemannschen Di [erkntialgleichungen in  Xg; Yo

Ux Vy;Uy Vi

Sind (i) und (ii) erfullt, so gilt

Ux Xo;Yo Ref? zp;

Vy Xo;Yo Im¥f° 2 :
» Sei T di Lerknzierbar in zg, dann gilt
fz Tz 20z zo0 0z zp:

Dies ist aquivalent mit

Refz Refzg ReflzgRez zg Imf'zgImz 2z oz
Imfz ImfFzg IMmFfzoRez zo Reflzglmz 2z o0z
als Vektoren geschrieben
(0] 1 O 1 O 10 1
H 0 0
@Ref L 2N @Ref 20 p @Ref Zo Imf® zg A@X Xo 5
Imf x iy Imf zo Imf? zg Ref? zg Y Yo

001 O 11
0@ @A @™°A A,

y Yo
oder aquivalent
01 01 (0} 10
0 0
@UA ) @UA ] Ref’ zo ImFf° zg A@X Xo p
Xy Xo0; Yo 0 0
v v Im¥f® zg Re f’ zg Y Yo

001 0 11
0@ @A @F°A A,
Yy Yo

Aber dies ist gerade aquivalent mit u;v ist di Lerknzierbar in Xp;yo und die

Jacobimatrix ist gegeben als
(0] 1 O 1
0 0
@ux Uy A @Ref Zo Im¥fY zg A o

Vx  Vy Imf? z Ref? zg

48

Zo ,

Zo ,



2.45

2.46

2.47

2.48

» Restbeweis von 2.25 (vi) ) (i) Siehe lezter Beweis,
(i) ) (vi) Die Di Lerenzierbarkeit von ¥ impliziert die von u;v und da f? stetig
ist, sind es auch Uy; Uy ;Vx;Vy. «

Bsp Sei f z e, danniste? e* cosy isiny .

ux;y eXcosy;

VvV Xy e*siny;

ux e*cosy; Uy e*siny

vy eXcosy; Vx eXsiny:
O [edsichtlich gilt hier Cauchy Riemann.

Definition (@) M C hei3t (weg-)zusammenhéangend, falls zu je zwei Elemen-
ten z1;z> 2 M eine C* Kurve in M existiert, mit z; als Anfangs- und z, als
Endpunkt.

(b) G C heildt Gebiet, falls G o [ed und zusammenhangend ist. ~—

Satz Sei G C Gebiet, ¥ : C = C holomorph auf G und f° 0 auf G, dann ist f

auf G konstant.

» Seizg2G.Zuz 2Gsei C! Kurve von zg nach z, dann gilt nach Vorausset-
zung,
VA
0 f* d fz fz;

alsoistf z fzg flrz2G. «

Satz Sei G C ein Gebiet, ¥ : C = C holomorph in G. Existiert ein zg 2 G, so dass
fnN oz O fuar alle n 2 N, dann ist ¥ auf G konstant. ~

» Erfulle zo 2 G die Voraussetzung. Zu z 2 G sei 2cCcl 0;1 ¥ G mit
0 Zound 1 z.
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1)

2)

Nach Satz 2.25 hat f in zg postiven Konvergenzradius R, also gilt

X X gn
f z anz zo" %, zo " f zo; (1)
n!
n 0 n 0

furjz zoj <R.

Wahlen wir nun z 2 G beliebig aber fest und : 20:z- DA stetig ist,
existiert ein > 0, so dass fur O t gilt t Zzo < R.Daf
ebenfalls stetig ist, folgt ¥ t fzo fur0 t

SeiT: sup t2 0;1 : F fz;0 t . Aus 1.) wissen wir,
T
Ist T 1, dann folgt ¥ z Iti'rqf t T zop ,alsoist ¥ z T zo

und wir sind fertig.
Nun mussen wir T < 1 zu einem Widerspruch fuhren.

Wir wissen bereits f T f zo .Giltnunf " t ofaro t T
und alle n 2 N, dann liefert dasselbe Argument wie in 1.) ein > 0 fur
das gilt

f t i T fzo; fUrT t T ;

was ein Widerspruch zur Maximalitat von T ware, also kann T nicht klei-
ner 1 sein.

Wir zeigen nun £ " t Oofur0 t T perInduktion.
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2.49

Seialsotg 2 O;T beliebig.

Induktionsanfang: Sei t zo < R, dann ist f° t 0, da ¥ auf
Kr zo konstant ist.

Sei t Zo R.Dat , t to stetig ist und
0 to Zo to R sowie to to 0;

koénnen wir den Zwischenwertsatz anwenden und eine Folge t, in O;tp
mit folgenden Eigenschaften konstruieren

th to

W N

R 10, furn?t 1
n 0

fur alle n 2 N:

Da f di Lerknzierbar ist, stimmen folgende Grenzwerte Uberein:

. fz f t . F t f t
£ to lim - - 0 | n 0
z1 o z 1o ntl tn to

0;
also ist ¢ tp, O.

Induktionsschritt: Wir argumentieren genau wie im Induktionsanfang und
ersetzten £ durch ¥ " . Da ¥ holomorph in G existiert der Di Lerbnzen-
quotient auch fur £ " . «

2-C Nullstellen

In diesem Abschnitt werden wir Nullstellen holomorpher Funktionen betrachten,
die ebenfalls Uberraschende Eigenschaften haben. Ist namlich zg Nullstelle der
Ordnung K von ¥ : C = C, so verhalten sich ¥ und ihre “Umkehrfunktionen”
lokal wie die Abbildungenz , z zo K und deren “Umkehrfunktionen”.

Definition Sei ¥ : O ¥ C holomorph, zg 2 O, f zo 0. Existiert ein k 2 N mit
f K zy 0,dann nennt man

n o)
K min k2N:fkK zo 0 :
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die Ordnung oder Vielfachheit der Nullstelle zg andernfalls hei3t die Vielfachheit
1 -

Betrachtet man f :z , z2; rel” , r2e2i”

N

Re

dann ist z2 o [edsichtlich nicht injektiv, denn zu jedem w 2 Cn f0g gibt es zwei
Urbilder.

Durch Einfihrung der “Riemannschen Flachen” lasst sich dieses Problem um-
gehen. Dabei legt man zwei C n fOg Ebenen Ubereinander, schneidet sie jeweils
entlang der positiven reellen Halbachse auf, verklebt den Rand fir Imz " O der
unteren Ebene mit dem Rand ftr Imz # O der oberen Ebene und dann die ande-
ren beiden Rander miteinander.

Dies ist in unserer Vorstellung nur dann moglich, wenn sich die Ebenen durch-
dringen.

Betrachten wir £ nun auf dieser Flache, als

no_ . N o
f:Cnfog? rel” :r>0 " 2R; e 7 2 el el T 4 el
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dann ist ¥ bijektiv und holomorph. Dabei ist es nicht von Bedeutung, entlang
welcher Halbgeraden der Schnitt erfolgt ist. Fir z , z2 hat die Riemannsche
Flache 2 Blatter, fur z , z" respektive n. Fur den In hat sie sogar unendlich
viele Blatter.

n o)
250 Hilfssatz Sei0 o 2 ;C-, Cnfre'™ g:r 0.

Im
1+ C¢0
P 1
0
1 Re
8
2argz; far To<argz< ;
arg-_ z
° ?arg z 2 ; fur argz < 7o
dannistarg- :C-, 1 7 0; 7o stetig und surjektiv.

» z , jzj ist stetig und daher ist

8
Rez
nez. >0
garccos iz Imz > 0;
= Imz, .
arg-, z arcsin 5=, Rez = 0;
“arccos %¢Z; Imz <O0;

izj

mit geeigneter Addition von 2 , ebenfalls stetig und surjektiv. «
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251 Satz Sei0 ~o<2 ,k2Nundz¥k jzj¥Ke'1Ka6 2 gann ist

P-.c., 1 g

holomorph, und es gilt

sz on 1 -

= k Fz<v
»  (a) Pz« jzje'?¥ oz z

(b) Seien ¥ z zK; gz  z¥K dannist f z holomorph und g z nach

Satz 2.50 stetig. O [endsichtlichist ¥ g z z und damit gilt

. z Zo .
g° Zo lim u lim ———
z120; z Zo z1zg; Fgz Tgzo
z zg z zg gz g2z
1 1 1

gz kg zo kK 1 kPZfoklz

Andere Zweige sind z1  jzjikellk a0z 2 0 n o1k 10«

C holomorph, zg 2 O Nullstelle der Ordnung k 2 N. Dann

252 Satz Sei f : O 1
I Cmith zg 0,

existiert ein r > 0 und eine holomorphe Funktion h : K, zg
hYz; Oundf z hz “ink, z .

g(0)

argg(0)

Re
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2.53

2.54

» Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass zo 0. Da ¥ holomorph,
existiert ein R > 0, so dass gilt

(o} 1
X

fz anz
n k

N Zk@ay anz" KA, fir jzj <R:

| n k

{Z
1 gz

}

Dann ist g holomorph auf Kg zop undg 0 ax 0.Wahler >0 mit

g0 .
>

gz g0 < fur jzj<r;

dannistg z 2C-, mit 79 arg g o0

Seih z E)g z z, dann folgt

hzk gzzk fz;
h O 0
1 q—

kpgo

h'o

und h ist, als Produkt und Verkettung holomorpher Funktionen, holomorph. «

Bsp Verschwindet die Ableitung einer Funktion R ¥ R nirgends, ist sie injektiv,
bei Funktionen C ¥ C gilt dies nicht mehr, denn fur f : C ¥ C; z , €%, ist
0z eRez 0 fiir z 2 C aber T ist nicht injektiv, denne? 2 I eZ,

Satz Sei ¥ : O ¥ C holomorph, zg 2 O, f° zg 0. Dann existiert ein r > 0, so
dass f ., injektiv ist.

In diesem Fall ist ¥ K, zo olend, die Umkehrfunktionf 1:f K, zo ¥ K, zg
holomorph und es gilt

0 1
1 .
f w Tl

f 1 heilRt lokale Umkehrfunktion.
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» Lose die Gleichung f z W Wi  iws mit

u x;y Ref x iy ;

Vv Xy Imf x 1y ;

was aquivalent zu folgender Vektorgleichung ist

(0] 1 O 1 01
@91 XiYIWLW2 5 gU XJY Wip @OA:
g2 X;¥Y W1, W> vV Xy W

Dann gilt gi 2C* K, zo * R und

0x91 Oyo1 Ux Uy Ref?  Imf? 2
0xg92 @y02 Vx  Vy Imf® Ref?”

firz zo. AuBerdem gilt

g1 Xo;Yo;Ref zg ;Im¥F zg 0;

g2 Xo;Yo;Ref zg ;ImF zg 0:

Nun kénnen wir den Satz tber implizite Funktionen anwenden, der die Existenz
eine Umgebung U RZ von U Xo;Yo ;V Xo;Yo und eine eindeutige Aufls-
sung

X 71 Wi W

Y T2 wiwe
mit 7;;7,2CY U ¥ R liefert. Damit ist
gi T1W1Wa ;T2 Wi We Wy we o 0

und F lokaler Di Cedmorphismus in U.
Insbesonderegilt ¥ Tw : =4 W1; W2 i wi;ws istOUmkehrfunktion,f 1
ist stetig und f istinjektivauff 1 x iy : x;y 20

n o]
(a) Fiststetig) 9r >0:K; zo U x iy : x;y 20 ,insbesonde-

reistf . .  injektiv.
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(b) £ 1iststetig ) Urbilder o [eder Mengen sind o[edl ) f K, zo Urbild
von K, zo beziglich £ 1 ist o[en.

(c) ¥ ist holomorph, denn

Iimflw f 1w - z zp
wTwg wW Wo wiwg f 7z f Zo
W wg w wo
. 1
lim «
29z £z T 2o f0OfF 1 Wo
z zg z zo

2.55 Blatterzahl einer Nullstelle Sei ¥ : O ¥ C holomorph, zg 2 O eine k-fache Null-

2.56 Korollar Nullstellen endlicher Ordnung sind isoliert.

stelle. Zu jedem hinreichend kleinen " > 0 existiert eine o [ede Umgebung O~ zo
mit ¥ O- K+ 0.

T o. nimmt jeden Wert w mit 0 < jwj <" genau k-mal an, w 0 genau einmal.

» Nach Satz 2.52 existiertein r >0, sodass f z h z ¥ mit h holomorph
aufKy zo undh zg 0; h®zy O.

Satz 2.54: Wahle " >0 mit K- O f K zop oled dannistO-: £ 1 K- 0

«

. OS
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2.57 Satz von der inversen Abbildung Seien Oj; 0> Coled f:0O; ¥ Oz holo-

morph und bijektiv. Dann gilt ¥ z 0 fur z 2 O, ¥ 1 ist holomorph auf O,
und

0 1
1 .~
f w 7 iw

» 1.) Wir zeigen £' 0 mit einem Widerspruchsargument.

Angenommen 9 zg 2 Og : 0z, 0. Betrachte g z fz f zo,
dann ist zg Nullstelle von g mindestens 2. Ordnung.

Fall a) Ordnung ist 1, dann gibteseinr >0:9g z 0in Ky zp , also
fz f 2z firjz 2zoj<r undf ware nicht injektiv.

Fall b) Ordnung k 2, dann existiert ein " > 0, so dass g . jeden Wert w
mit 0 < jwj < " k-mal annimmt, dann ist aber T z T zo nicht
injektiv.

zo kann also keine Nullstelle von f9 sein.

2.) Da T bijektiv ist, existiert ein ¥ 1 : O, ¥ O;. Der Rest folgt aus 2.54,
indem man den Satz auf jeden Punkt in O; anwendet. «

2.58 ldentitatssatz Sei G C Gebiet, ¥;g holomorph in G und z, Folge in G mit
zn " 202G,z Zo, sowie f z, gzn 8n2N,dannistf g aufG.

» Seih z fz g z , dann folgt h zg h zn 0.

Fall a) zp ist Nullstelle von h mit endlicher Vielfachheit, dann ist zg isolierte
Nullstelle ,daz, ¥ zo.

Fall b) zp hat Vielfachheit 1, dann ist h konstant, also h z h zg 0. «

2.59 Gebietstreue Sei G C Gebiet, ¥ : C = C holomorph in G. Ist ¥ nicht konstant
auf G, dannist f G Gebiet.

» 1) £ G istolen, dennseiwg Ff zg 2F G .Setzeg z fz fz.
Fall a) zg ist Nullstelle der Ordnung 1.

Dannistg O auf ganz G, also ist T konstant, ein Widerspruch.

58



Fall b) zg ist Nullstelle der Ordnung K 2 N

Dann existiert ein O+ G mit g O~ K+ g zo K+ O . Es gilt
also

f O~ g O« f z9 K+« £ zg ;
und damitenthalt f G mitwg F zp auch eine o [ene Umgebung
K+ wp .

2.) f G ist zusammenhangend, dennseienw; f z; 2Ff G mitj 1,2,
dann existiert eine C1-Kurve von z; nach z» in G und damit ist auch
T eine C1-Kurve von f z; wj nach ¥ z, weinf G .

«

2.60 Maximumsprinzip | Sei G C Gebiet und ¥ : C = C holomorph in G. f ist
konstant auf G, falls eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

@ 9z1:2G:8z2G: fz f z

(b) 92,2G: 8z2G: f 2z fz, undf z, 0. —
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» Angenommen es existiert einz; 2 G,sodass 8z2G: f z f z;
Ist ¥ konstant, sind wir fertig, andernfalls ist ¥ G nach 2.59 o [ed. Aber ¥ z;
liegt auf dem Rand und kann daher kein innerer Punkt von £ G sein, also ware
f G nicht o [ed und damit muss f konstant sein.

f Im

Re

«

2.61 Maximumsprinzip Il Sei G  C beschranktes Gebiet, ¥ : C = C holomorph in G
und ¥ 2C G ¥ C,dann nimmt ¥ dasMaximum auf dem Rand an.

972020G:8z2G: Tz fzo ;

IstauBerdem f > 0aufG, soexistiertaucheinz; 2 @G mit f z fz; ;8z2
c -

» G kompakt, also nimmt die reellwertige Funktion f z ihr Minimum und
Maximum an. Es gilt also

92;2,2G: 822G f z; f z f z,

Ist z1 2 @G, sind wir fertig, ist andererseits z; 2 G, dann ist ¥ auf G konstant
und da F auf G stetig ist, ist ¥ auch auf G konstant und man kann ein Z; auf
dem Rand @G wahlen.

Analog verfahrt man mit z;. «
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2.62 Bsp Sei F z e? und G Kz 1 2i das zu untersuchende Gebiet. Es gilt

f z eReZ also ist ¥ maximal bei 3 2i und minimal bei 1 2i, also

el f2z es.

1 +2i ’

Re

263 Bsp Seif:R T R; x , CcjX x0j4.

Firc >0 ist

f @ f 4,1 injektivund damit

fl:01 1 %01y . %4 Xo!
Flrc <Oist
f: f 4. injektivund damit

fl:01 1" 1A% ;Y , Xo

o |K
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y = c(x — %o)*

y =c(x —xo0)*
Im

)

264 Satz Seif: a;b

X
fxX VYo an X Xo ", fur jx
n K
mitr >0; an 2R; ak 0; K
f . F und ¥ : F e )

Xo;Xo " Xo

/xo

T R, X0 2 a;b und f reell analytisch in Xg, d.h.

Xoj <T;

1. Dann existiert ein " > 0, so dass

injektiv und £ 1, ¥ 1 als Puiseux-Reihen darstellbar sind,

8
X - 2f X0 Xo
fly xo by yo 7" fury 2
n1 - X0 "
mit geeignetem by, 2 R und by o ™% 0. =
!
. . P .
» Seig z sign ax anz zo" furz2¢C; jz
n K

holomorph in Ky Xq , z

Xo ist Nullstelle der Ordnung K und

Yo signak g X fX; Xgo r<x<xg Tr:
Nach Satz 2.52 existiertein " >0, sodass g z hz Kfiurjz
0 1k
X
hz Z Xo signax ak z xo " X :
= {z }
signak ak jakj>0firz xo
wobei ™ :cn 1;0 ¥ C. Daraus folgt
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ho x 0 also folgt mit 2.54, dass h ., injektiv ist und damit h *
holomorph.

hx 2Rfirx 2R\ K- Xg .
h? Xo 1 ax 1=K 0 ak 1=K > 0.

histin R\ K- Xg streng monoton wachsend, also auch h 1

o)
hlz xg bnz".

n 1
b ht0%o 1 1 1
1 1 h" h T 0 h? o jaki =<
ht "o
bh ———2Rdah!R R

Die Gleichung ¥ x y ist dquivalent zu

Kay Yo h K.

i i h
Y Yo sighax g X sign ag X signax

und da h streng monoton wéchst, gilt fur X X, dass h x h xo ,

v v 1=K
h Y Yo
ohx sign ak
. X -
dx h' y yvo™ xo by Yo U
n 1
analog dazu gilt fir x  Xp, dass h x h %o ,
y yo ¢
h Y Yo
ohx signag
- X -
dx hl vy yo ™ xo b Y Yo T «
n 1

Mit der Funktionentheorie kbnnen also auch sehr elegant Satze tUber reelle Funk-
tionen bewiesen werden, obiger Beweis wéare ohne die hier entwickelte Theorie
nur mit erheblichem Aufwand mdoglich.
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2-D Analytische Fortsetzung

P
2.65 Bsp Die Funktion f z z? " ist holomorphinK; 0 mitf z

1 z2*
n 0
Im
VA
_13
2.
' Vo e
5
2. 1
\ 4 3 @ 1
> > 0 Re
Entwicklung von f um z % in eine Potenzreihe ergibt
X 1" 1
Lz an z > ;in KPs., 5;
n 0
mitf f1inK: 0 \KPg, 3.
Entwicklung von f um z % in eine Potenzreihe ergibt
X 3 " 3
f z an z o in KPi3., 5
n 0

mitf, f2inKPs, 3 \KPg, 3.
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2.66

2.67

2.68

2.69

Definition Ein Tupel Kp;:::;Kn K o [eder Kreisscheiben K; Krj zj heiBt
Kreiskette, falls

zj 2Kj 1undzj 1 2K;;, farj  1;:ne
Gibt es holomorphe Funktionen f; : K; ¥ C, mit
T K; 1\K; fj 1 Ky 1\Kj» farj 1;:::5n;

so hei3t ¥ analytisch fortsetzbar langs K. f,, heildt analytische Fortsetzung von o

langs K.

Bemerkung. Nach dem Identitatssatz ist f,, eindeutig und damit sind es auch

mitKo Kound K, Knauchf, Fn gilt. Wir werden sehen, dass dies im All-
gemeinen falsch ist, wir jedoch mit zusatzlichen Einschréankungen die Gleichheit
erzielen kénnen.

Definition Sei 2 C tg;t; Y C . Eine Kreiskette K Ko;:::;Kn verlauft
langs , falls es eine Unterteilung tg 0< 1<:::< p tpqibt, sodass

j Mittelpunkt von Kj;

iud Ko NKp T

Satz Sei 2C to;t; ¥ C undK; K°oL[ede Kreisscheibenum t; bzw. t;
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Sei ¥ holomorph in K und g; @ seien in K® holomorphe analytische Fortsetzungen

von T langs Kreisketten, die langs verlaufen, dann giltg g.
» Sei o < ::: < pdie Unterteilung und fp;:::;f, die Funktionen der ersten
Kreiskette K Ko;::i:;Kn .
Fart2 j 1, j sei
X
pt 2 ant z t ™ inKrt t
n 0
die Potenzreihenentwicklung von fj ; um t . p ; ist doppelt definiert, ndm-

lich durch

p; Entwicklung von fj ; um j und

p; Entwicklung von fj um i

Die Definitionen stimmen aber Gberein, denn f;  f; 1 im Kj\Kj 1 und j 2
Kj \Kj 1. AuBerdem ist p ; ,, ;. Es gilt aber noch mehr, denn da  stetig
ist, gibtesein >0,sodass t’ inK; ¢ t liegtfurjt t%j < .Man erhalt
somit pp durch Entwicklung von pr um  t° .

Pt fj; inKj 1\Kj\Krt t

Der Identitatssatz besagt nun, dass diese Entwicklung mit unserer Definition von
pw Ubereinstimmt, denn py T in Kj \ K, ¢ t . Diese Argumentation kann
man auch auf weitere Kreisscheiben fortsetzten, falls t° “zu weit” von t entfernt
ist. In einer kleinen Umgebung vom t sind also alle Potenzreihen p; identisch.
(lokale Vertraglichkeit)

Entsprechend erhélt man p; fur die andere Kreiskette.
Sei nun M t2 to;ts : pt Pt , dann folgt
M s, denn to;minf 1; 19 M.

M istrelativoledin to;t; ,dennfalls pr Py existiertein >0, so dass
ps pPsfurt s<t
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2.70

2.71

M ist abgeschlossen, denn sei t° ein Haufungspunkt von M, dann stimmen
pt und P aufgrund der lokalen Vertraglichkeit in jeder Umgebung von t°
Uiberein und aufrgund des Identitatssatzes dann auch in t°.

M ist also nichtleer und sowohl o [ed als auch abgeschlossen in der Spurto-
pologie beziglich to;t; . Nun ist tp;t; zusammenhangend und daher gilt
M to;ty . Damitistg py, Py § «

Definition Sei 2 C tg:t; ¥ C, K;K° olede Kreisscheiben um tg bzw.

t, , ¥ holomorph in K, g holomorph in K°. Dann heiRt g analytische Fortset-
zung von f langs , falls es eine langs verlaufende Kreiskette gibt, so dass g
analytische Fortsetzung von F langs dieser Kreiskette ist.

Bsp SeiN2N; N 2und

fz jzj¥NellNa9z. ;>cn 10

t e?2%o0 t N:
Die Funktion
g: retl” i r>0; N<7<y ‘¢ 1:0;z , zV;

ist holomorph und bijektiv und damit ist auch ¥ holomorph, denn ¥ g .

Betrachten wir die Kreiskette Kj  Kj j furj 0;:::;;Nund j %, dann

istfo 1 f, f.Furfssetztenwirf z : jzj"™eina9 2z mit

8
2arg z; fur argz <
arg
?argz 2 ; for argz <O0;
_ no o
dannist¥ g lfurg: rel” . r>0,0<” <2 ¥ C; z , zN holomorph

und

Far 7 muss beachtet werden, dass arg z stetig an T anschlief3t.
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2.72

2.73

2.74

Fur f; wahlt man f: f ei2 *N ynd damit ist
f7 F K7; fg 'F Kg:

Nun ist Kg Ko aber fg f ei2 =N f. Nach N Umlaufen stimmen die
Funktionen auf den Kreisen wieder Uberein.

Lemma Sei 2 C to;ty ¥ C, f1 analytische Fortsetzung von fp ldngs und

so;s1 ¥ to;tp stetig, streng monoton wachsend mit ~ s; t;. Dann ist
F1 auch analytische Fortsetzung von fy l&angs 7. Insbesondere kann immer
sp 0;s1 1 gewahlt werden.

» F1 ist analytische Fortsetzung langs einer Kreiskette

K Kro 1 50h Ky, n
K verlauft auch langs Z und daher ist
i T DK Ky = o iinKey, L«
Monodromiesatz Seien ;7 2C 0;1 ¥ C und O -0, 1 ~1 und
2C 0;1 0;1 ¥ C eine stetige Homotopie zwischen und ~, d.h.
;0 ; i
0;s 0;0 ; 1;s 1;0; furo s 1:
Ist ¥ holomorph in K, 0 und lasst sich fy langs jedem Weg s : 'S

fir 0 s 1 analytisch fortsetzen, so stimmen die Fortsetzungen langs und ~
Uberein.

» Ohne Beweis. «

Definition Ein Gebiet G C heifdt einfach zusammenhangend, falls jede ge-
schlossene Kurve in G nullhomotop ist oder &quivalent, falls je zwei Kurven
und T mit gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt homotop sind.

Erlauterung. Die Aquivalenz der Definition kann man Anhand folgender Homo-
topie sehen:
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2.75

Y2

®(5.5)

Y1

®(0,s) =o(,s)

Hierbei entspricht 1, zundchst vorwarts und dann = rickwarts durchlaufen.

Fur die Konstruktion der Homotopie gehe zu festem s entlang t;s fur0O t
s,dann s;t s furs t s %,dann 2s % t;% firs % t 2s %

Eventuell muss umparametrisiert werden, so dass t zwischen O und 1 lauft.

Bsp (a) CnfO0g ist nicht einfach zusammenhéangend.
(b) Cn 1;0 isteinfach zusammenhangend.

(c) Jede Kreisscheibe Ky zg mit zg 2 C ist einfach zusammenhangend.

Korollar Sei G C einfach zusammenhangendes Gebiet, Ky zg G und f( ho-
lomorph in K, zg , lasst sich g langs jeder stetigen Kurve in G mit Anfangspunkt
zp analytisch fortsetzen. Dann gibt es genau eine in G holomorphe Funktion ¥ mit
Tz Too —

» Eindeutigkeit. Folgt aus dem Identitatssatzund f ., fo.

Existenz. Wéahle zu jedem z; 2 G eine Kurve in G von zg nach z3, dann ist fg
langs analytisch fortsetzbar zu f; und f; ist holomorph in Ky, z; . Definiere
f z; . F1 z; . Der Monodromiesatz besagt nun, dass f1 z; unabhangig von
der Wahl der Kurve und damit f in jedem z; 2 G eindeutig definiert ist.

Nun ist noch zu zeigen, dass ¥ holomorph ist. Sei z; 2 G fest und 1, die soeben
konstruierte Fortsetzung von fg, holomorph in Ky, z; G.

Zeige T , .

n L Ky 21 , dann ist ¥ holomorph in Koz .

1
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Seiz 2 K% z1 ,dann ist ; stetige Kurve von zg nach z. Erganze die Kreiskette
langs durch Kzr; z zu Kreiskette langs .
3

Dann ist £ z analytische Fortsetzung von fg langs ; zu ¥, und f; f1in
Kgrlz und f z f, z f1z. «
3

1 n o]
2.78 Bsp Sei fp z jzjN el a9z jn K12 undG C-, Cn re'© :r>0
: X itar z .
dannistf z  jzjNve'N®9°0%inG.
Man nennt ¥ einen Zweig der “mehrdeutigen” Umkehrfunktion f vong z zN.
1 =1
Weitere Zweige sind f z  jzjN e'N 39702 2K

2-E Integrale langs geschlossener Kurven

P P
2.79 Bsp Seien f z anz" fur jzj < Rund g z bnz" fur jzj < r mit
n 0 n 1

% <R, danngilth z fz g % ist holomorph fur % <jzj <R mit

X X
hz anz" bhz "
n 0 n 1 s
X ) fan; n 0
cnz" mitcp : S
n 1 b h; Nn<O

Diese Form von Reihe nennt man “Laurent-Reihe”.

2.80 Laurent-Entwicklung Sei0 r <RundK,r: fz2C:r <jz 2zpj<Rgund
T holomorph in Ky.r zo . Dann gilt

X
f z an z zo " furr <jz 2zgj<R;
n 1
wobei
Z
1 fz N
an —— ——dz; furn2Z;r< <R;
2 i z zght
jz zoj

Cauchy-Formel fur Laurent Koe [ziehten. ~
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2.81 Bemerkung. 1) H z an Z Zo " nennt man den Hauptteil, N z
n 1
P
an Z Zo " den Nebenteil der Laurentreihe.
n 0

2) r O st erlaubt. Dann hat ¥ in zg eine isolierte Singularitat. In diesem
Fall konvergiert H z fur alle z 2 Cn fzpg. N z konvergiert immer in
Kr Zo .

3.) Falls ¥ holomorph in Kr zg , gilt
z
1

5 fz z zo "ldz ofur n2N: -

an

iz zoj

» Beweis Satz 2.80 OHne Einschrénkung kdénnen wir zg 0 wahlen. Sei z 2

Krr O fest,™ min R—ZJAE% .

Aus dem Cauchy Integralsatz und der gleichmaRigen Konvergenz der geometri-

Y1 @ Y2

1 2 3 in Kr;R Zp nfzg.
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chen Reihe folgt,

Z Z
2 if z Li d Li d
i 4 z
] 2
VA VA
L L
Zd Zd
J'J'Z2 Jia
Z
f 1 L 1
— 1 zd T —d
ii - , Ji ‘
Z X -n Z X n
r =z y f - d
n 0 ZnOZ
1) 22 Jé 1
* Li d z" * Li "d
n 1 zn 1
n 0. . n 0. .
J) 2 JJ 1
Z Z
* Li d z" > Li d z" «
"o n 1 n 1 n 1
Yl P le
ap furn 0 : ap fur n<0

2.82 Definition 1.) Sei ¥ holomorph in O, dann hat ¥ in zg 2 Cn O eine isolierte
Singularitat, falls gilt 9 R >0: Ko.r Zo 0.
2.) f habe in zg eine isolierte Singularitat und sei als Laurent-Reihe darstellbar
X
fz an z zo " inKor 2o ;

n 1

dann unterscheiden wir drei Falle

(i) Fallsan O flir n < 0, heil3t die Singularitat hebbar (vgl. Riemann-
scher Hebbarkeitssatz).

(i) Falls 9N 2ZnNg 8 n<N:ap 0, heil3t zg Polstelle von . ¥
hat in zg einen Pol der Ordnung m, fallsa » Ounda , O fur
n>m.

(iii) Falls 8 N2ZnNp: 9n<N:an 0, hatf inzg eine wesentliche
Singularitat.
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2.83 Bsp (a) Standardbeispiel fiir eine Funktion mit wesentlicher Singularitat:

X 1

|
nOn'

1=z

fz e z" 1 Hz;

hat eine wesentliche Singularitat in zo 0.

(b) £ z g: mit p; g Polynome hat isolierte Singularitaten in z1;:::;zn,

diese sind genau die Nullstellen von q.

Vereinfachungen:

degp <degq;
P zj 0;J 1;:::5;n:

Partialbruchzerlegung. Sei m die Ordnung der Nullstelle z;, dann gilt

pz X g pz

]
az .2 A IR

holomorph in K+ z;

mit P;  Polynomeund q z z z1 ™G z;§z1 Ounddegp <degd.

Der zweite Summand g ist holomorph und Nebenteil der Laurentreihe,
der erste Summand ist Hauptteil und endlich. ¥ hat also an der Stelle z;
einen Pol der Ordnung m.

2.84 Korollar f:0nfzpg ¥ C hat genau dann einen Pol der Ordnung m in zo, falls

X 1 X

fz anz zo" —MM— anz zog"™™;
n m z zp™M m

I @ }

1 gz

und a ,; 0. Also eine in O holomorphe Abbildung g existiert, mit g zo 0
und

g~z .o~
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Satz von Casorati-Weierstral3 Sei zg eine wesentliche Singularitat von ¥, dann
liegt fUr jedes " > 0 das Bild ¥ K+ zo dichtinC. ~

2.85 Definition Sei geschlossene C1-Kurve in Cund zo 2 Cnim , dann heiR3t

z
1 1

2 i z 2z

y Zo dz;

die Umlaufzahl von um zg.

286 Bsp (a) Sei n: O;)N ®C;t,e? tund ™y N, dann gilt

1 1
Z Zp Z Zp

g
g

FUr jzoj > 1 gilt N; Z0 0, denn  ist Nullhomotop in Cn fzpg.

dz 2 iN;

(b) Einfach getwistete Kreislinie:

°z,
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2.87

2.88

2.89

v Zj ; Z1;
0; Z7:
Bemerkung. Die Umlaufzahl ;Zo ist eine ganze Zahl (Ohne Beweis). Sind
und ~ homotope Kurven in C n fzpg, dann ist auch 1 Zo ~izo .
Satz Sei f z an z zo "in Kogr zo und geschlossene Cl-Kurve in
n 1
Ko:r Zo , dann gilt
z
fzdz 2 ia; 1Zo
. a P .
» Seigz Ffz | Zlo an z Zzo ", dann hat g folgende Stammfunktion
n a1
n 1
in KO;R Zp
X g
Gz Nz zp ML
hnoan 1
n 1
und es gilt
z

gzdz G 1 G O 0;

da geschlossen und damit folgt,
z z z

f z dz gz dz as

Zo

dz 0 a2 i 1Zo I«

Definition Sei ¥ holomorph in O mit isolierter Singularitat in zop und  Kurve in

O mit 1 Zo 0, dann heif3t
0 1
Z 1 1 Z
Res f;z0 : a 1 szdzg_i — f z dz;
21 1 Zo 2 1
jz zoj r

das Residuum von f in zg.
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2.90 Bsp (@) Sei

z2 2n 1!

dannist Res f;0 1.

(b) Seig z Siznf, dann ist Res g:0 %.
1 P
(c) Seihz ez 12z 2n dannistRes h;0 0.
n o0

2.91 Residuensatz Sei f : OnS ¥ C holomorph und jedes s 2 S sei eine isolierte

Singularitat von £.  sei C* nullhomotop in O undim \S ;, dann gilt
z

X
f z dz 2 iRes F;z vz T
z2S

» 1.) Sei eine C! Homotopie zwischen und einer konstanten Kurve.

Die Funktion g z 7 120 ist holomorph in Cn fzpg und im Cnfzog,
also ist C! nullhomotop und mit 2.25 folgt, dass
Z 1 Z
gzdz 0) 1 Zo > gz dz O:

2.) Behauptung: die Summe im Residuensatz ist endlich.

(a) Fur alle hebbaren Singularitaten z 2 S gilt Res f;z 0.

(b) Angenommen, es gibt eine Folge 2z, von Polen bzw. wesentlichen
Singularitaten von  mit 4 Oundzn, zZmfirm n.

Da 'Zn 0,ist z, 2 im und im 0;1 0;1 st
kompakt. Daher hat z, eine konvergente Teilfolge z,, ¥ 2 im

Die z, sind nicht hebbare Singularitaten von T, also gilt

1
8k2N:9 20: k zZn, <Eund f x >k
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. . . gz .
denn ist z, ein Pol so, gilt f z EET T 1 furz ¥ z,,
und ist z», wesentlich, kbnnen wir den Satz von Casorati Weierstrafl3

anwenden und T K% Zn, liegtdichtin C.
Nungilt k¥ undf K ¥ 1,alsoistf nicht holomorph in

Also ist eine nicht hebbare Singularitatsstelle aber z,, ¥  istein
Widerspruch, da nach Voraussetzung eine isolierte Singularitats-
stelle von f sein musste.

Eine solche Folge z, kann somit nicht existieren und daher gilt,

card z2S : Res f;z 4 0 <1:
3.) Aus 1) und 2.) folgt, dass z2S : Res f;z 4 0 fz1;:::,zm0,
mit M 2 N. Setzt man
»
H zj,z anzj z z; ", furz2Cnfzjg;
n 1

4

undgz Tz H zj;z , dann ist der Riemannsche Hebbarkeitssatz
il

auf g anwendbar und g ist holomorph in im

R
Da nullhomotop ist, folgt g z dz 0 und damit ist

z z YA
fzdz gz dz H zj;z dz
i1l
b ¢
0 2 ia; 1 Zj «
i
. P .
2.92 Residuenberechnung 1) f z an Zz 2zo " hateine Polstelle der Ord-
n k

nung k bei zg.

(@ Istk 1, dannist

X
z zoF z an Z 2o
n 1

n 1

dai limz zof z:
z¥zp
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(b) Ist1 <k 2 N, dann ist

@k 1 K

- -~ n

0zk 1 z zo “F z 0zk 1 an Z Zo
n

™a, 1 kK 1 k 1 1 a.;k 1!

) @k 1
A Tiezx 1
1 @k 1

k 11!1@zk?

D aa

z zoKf z

z 7o XF 2z

2) Falls f ﬂ mit g; h holomorph in zg und h zg 0; h® zg 0 und
g Zo 0, dann ist

8
2hz hz .
> z zo !

=> ..
“h® zo 0; firz zg;

furz zo;

holomorph in zo und damithat f z - 120 22 einen Pol 1. Ordnung in
zo und es gilt Res F;z0  fra>-.

293 Bsp 1) F z e”_ dann ist

1 22

eii e 1

Res ;i

2 20
g i e
2i 2i

Res F; i
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1 &
—-R RRe
—1
(0] 1
Z B R
fzdz 2 i@Res T;i o Res F; i |
|—2} |—t—3
1 1 0
2 iRes T;i —:
e
z
f z dz e:

2.) Mit Hilfe der Funktionentheorie lassen sich auch elegant reelle uneigent-
liche Integrale berechnen.

COos X
1 x2 2

R
Das Integral dx konvergiert. Sei nun

el? . coS X
f z ﬁ) Re ¥ x i O W

Tipp: Die Funktion ei?istinfz 2 C : Imz  0g beschrankt, deshalb wahlt
man 1 in der oberen Halbebenen.
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zo 1 ist Polstelle 2. Ordnung, fir das Residuum gilt also:

d eiz d eiz
Res f;i zZ i2——jzi ——
dz 122212' dz z i2 #!
ielZz i2 2eizz i eizijz i 2
z i4 z i z i3 z i
4l 1
8i 2ie’
Das Integral tiber hat also den Wert
z 1
fzdz 2 iRes fji i - —
2ie e

Den Wert des Kurvensticks in der oberen Halbebenen (Imz > 0) kénnen
wir fir R ¥ 1 wie folgt abschéatzen,

eiZ e Imz 1 1
fz 2 2 2 2 ;
1 z2 1 z2 1 z2 jzjc 12
also ist
z 1
f z dz L max F RW 10

Der Grenzwert des Integral ist also

R z a
e
el f x dx fzdz?' ————dx:
1 X22
R -5
| {z }
10

Bildet man den Realteil, erhalt man das reelle Integral,

z COS X
1 ——dx:
1 x22

2.94 Definition Sei G C Gebiet. Eine geschlossene C1-Kurve berandet G, falls

8

21; z2G;
'z _
-0; z2CnG: —
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205 Bsp G Ky 0; nt e2"firo0 t 1lundn2Z
1 berandet G.

n fiur n 1 berandet G nicht, auch nicht fur n 1.
2.96 Definition Ist ¥ in O bis auf Pole holomorph, so hei3t ¥ meromorph.

2.97 Null- und Polstellen Zahlen | Sei £ meromorph in O und G O Gebiet, ¥ nicht
konstant Null auf G, eine C* Kurve in O, die G berandet und  geht durch keine
Null- oder Polstellen, dann gilt

Z
1 £z

2i Tz

dz Ng Pc;

wobei Ng die Anzahl der Nullstellen in G und Pg die Anzahl der Polstellen in G
jeweils mit Vielfachheit gezahlt ist.

» Sei S die Menge der Null- und Polstellen von f, dann besteht S nur aus isolier-
ten Punkten (vgl. 2.56).

f?o ist holomorph in O n S und daraus folgt mit dem Residuensatz, dass

1 1
176, X L x LA
— dz Res —:z 4 Res —:;z
2 fz z2S f z2S f
8
2k; falls zg eine k-fache Nullstelle;

Behauptung: Res f?O;z -
- k; falls zg eine k-fache Polstelle:

)

Sei nun f z anz zZo" z zoKg z.Istk 2 N, dann ist zg eine
n k

Nullstelle der Ordnung k, ist k 2 N, dann ist zg eine Polstelle der Ordnung k.

Insbesondere ist g holomorph in zg und g zo 0, also gilt

0z kz zokKlgz z zp%g’ z

fz z zokgz
kg z z 209z k g’z
zZ zo9z zZ 209z zZ zo gz
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0
Also ist zp ein Pol 1. Ordnung von f? und es gilt

Res f—o'z Iim 2z z ez
0 o °Fz

2Ordnung der Nullstelle, falls zg Nullstelle;

?-Ordnung des Pols, falls zg Polstelle: «

2.98 Bsp
fz z 2 z 3;
z 12
8
2, 1
Z ’
1 L dz gl' j 2;3
2i fz g7 1 °
] -0;  j 4

2.99 Null- und Polstellen Zzahlen Il Seien die Voraussetzungen wie in 2.97, dann gilt

Ng Pc f ;0.

0 0
2 iNe Po ffzzdz ff ot
to
n z
1 d 1

R t dt ~d f 02 i

f t dt z % o«
to ki

2.100 Satz von Rouché Seien f;g holomorph in O und G O Gebiet berandet von

einer C1-Kurve in O, so dass
gz < Tz ;furz2im ;
dann haben ¥ und ¥ g gleich viele Nullstellen in G.

» Aus 2.99 folgt, dass
1 z 1
— —dz
2 i z
f
1 1
Ng F L ;0 —
G g 9 > i >
fg

Ng f f ;0



Zeige, dass T f g in Cn fOg.

t;s . F t sg t
t;0 T t;

t;1 f g t;
t;s L t sg t
1 t s g t L t g t >0
Also ist T f g inCnf0g. «

P
2.101 Fundamentalsatz der Algebra Sei p z z" ajz) und a; 2 C, dann hat

jo
pinC gepau n-NuIIsyllen mit Vielfachheit gezahlt und alle liegen im Kr 0 mit
Pl
R max 1; aj
jio

» 1.) Fur jzj >R gilt

o nd _ X

a;z! aj jzi'  jzj" aj <jzi™;
Pe e ey
R<jzj

alsoistp z Ofirz Kr O.

2) Sei" >0,dann hat f z z" n Nullstellen (mit Vielfachheit gezahlt) in

Kr = O . Sei
> -
gz ajz!;
jo
dann gilt fur jzj R ",dass gz < f z ,alsohaben f z und

pz f z g z gleichviele Nullstenin Kr ~ 0 ,alson. «

2.102 Bemerkung. Holomorphe Funktionen sind allgemeiner als man denken kdnnte.
Der Riemannsche Abbildungssatz besagt, dass fur jedes einfach zusammenhéan-
gende Gebiet G — C eine bijektive holomorphe Abbildung f : G T K; 0 exis-
tiert.
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3.1

3 EinfUhrung in Integrations und
Mafdtheorie

3-A Falsche Erwartungen

Wir wissen bereits, dass C1 a;b I R beziglich der Supremumsnorm voll-

standig ist, es existiert jedoch ktan Skalarprodukt, das die Supremumsnorm in-

duziert, also fur das gilt f f;F . FUr die durch ein Skalarprodukt indu-
zierte Lo-Norm
v
q Ho
f ., fif U f2
a

ist CL a;b ¥ R hingegen nicht mehr vollstandig. Nun sind sowohl Ortho-
gonalitat als auch Vollstandigkeit wichtige Konzepte in der Analysis, auf die
wir auch in Funktionenrdaumen nicht verzichten wollen. Die Intuition rat, den
C! a;b I R beziiglich der L,-Norm “zu vervollstandigen”, wie wir Q zu R
bezuglich der euklidischen Norm vervollstandigt haben. Dies ist mit Hilfe des
Lebesgue-Integrals maglich.

Bis dahin missen wir jedoch noch etwas arbeiten. Zuerst wollen wir uns damit
beschéaftigen Mengen zu “messen”. Wir kennen fur einen Quader Q Xj” 1 aj.bj
im R" das Volumen V Q i1 b oa.

Zunachst wollen wir die Frage klaren, ob der Volumenbegri CTilir beliebige Men-
gen M R" Sinn macht.

Far einen allgemeinen Volumenbegri [CSollte gelten, dass eine Translation, Spie-
gelung oder Rotation der Menge das Volumen nicht &ndert. AuRerdem sollte das
Volumen des Einheitsquaders stets 1 sein. Und betrachtet man die Vereinigung
zweier disjunkter Mengen M; und M3, dann sollte das Volumen der Vereinigung
der Summe der Einzelvolumina entsprechen.

Erster Versuch Seien A;B R".Eine Abbildung :P R"™ ! 0;1 heiBtInhalt,
falls sie den folgenden Eigenschaften genugt.
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3.2

(i)

A[B A B .

(i) Sei : R™ ¥ R" eine Translation, Spiegelung oder Rotation, dann ist
A A .
(iii) o;1 " 1.

(iv)

heil3t Mal3, falls statt (i) gilt

S P, _
j2NAj i1 Aj

Gegenbeispiel (Vitali 1905): Es gibt keinMal P R ¥ 0;1 aufR.

Zerlege 0;1 in abzéahlbar viele gleichgroRe disjunkte Mengen. Sei  eine Aqui-

valenzrelation auf 0;1 und

X yax y2Q:

Sei gj jan eine Abzéhlungvon Q\ 0;1 .

Sei Ap

0;1 so definiert, dass Ag aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Ele-

ment enthéalt?.

Aj:

(@)

Ao g;j mod 1.
S,
Es gilt i 1Aj 0;1.

“ 7 gilt per definitionem. Seinun x 2 0;1 ,danngibteseiny 2 Ap: X 2
y ,alsoistx y2Q\ 1;1.

Falls x y,dannistx2A; Ag 1 mod1.

Falls x y 2 Q\ 0;1, existierteinj 2 N:x y g, alsoistx 2
Ao g mod 1.

Fallsx y 2Q\ 1,0, existierteinj 2N:x y 1 qj, alsoist
X2 Ap gqj modl1.

. ) S,
Also ist 0;1 i 1 Aj.

2Dass das funktioniert, garantiert das Auswahlaxiom
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(b) Esist Aj \NA ;, fallsj k.

Sei x 2 Aj \ A furj Kk, dann gilt

X Y1 gj mod 1, y1 2 Ao;
X Y2 gk mod 1; Y2 2 Ao;
D) Y1 y22Q;
alsoist y1 y2 unddaherauchy; Y2, daAp genau einen Vertreter

jeder Aquivalenzklasse enthilt und damit ist g; gk mod 1 und A;j
Ay, ein Widerspruch, also ist Aj N\ Ax ;.

() Angenommen sei ein Maf3, dann gilt fir jedes j 2 N,
Aj Ao dj \ 0;1 Ao dj \ 1;2 1
Ao dj \ 0;1 Ao dj \ 1;2

Ao g5 NO;1 [ Ao g; \ 1.2

Ao dj \ 0;2 Ao dj Ao
; P P o
Aber es ist 0;1 Aj Ao 1, ein Widerspruch.
j1 j1

3.3 Bemerkung. 1.) Hausdor [{1914): Man kann keinen Inhalt auf dem R" fir
n 3 definieren.

2.) Banach-Tarski (1924): Sei n 3, dann_existieren Cq;:::;Ck R"™ und
k k
Bewegungen 1;:::; k,sodassK; O j 1Gjund ;4 j Cj K1 0L
Ky 3.

3.) Banach (1923): Auf R und R? existieren verschiedene Inhalte.

3-B Messbare Mengen

3.4 Definition Sei Menge.

1) h P heildt Halbring, falls
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@ s 2h,

(i) A;B2hD> A\B2h,

@ii) A;B2h; A BD) 9k2N9Cy;:::;Ck2h:BnA S:( 1Ci.
2) P heildt -Algebra, falls

M2,

(i) A2 DA°2 |
(i) Aj2 D SJ-ZNAJ- 2

; heiBt messbarer Raum, Menge der messbaren Mengen.

T
3) ZuM P ist M : m . eine -Algebra, denn Schnitte von -
Algebren sind -Algebren. Sie heil3t die von M erzeugte -Algebra.

4.) Sei X Menge, dann heiit Ox P X Topologie auf X, falls es den folgenden
Eigenschaften genigt:

(i) 5:X20x,

(i) A;B20x D A\B 2 Ox,
S

(i”) T OX ) 02T O 20)(

B X : Ox heilRt Borel -Algebra. ~

3.5 Korollar 1) Sei eine -Algebraundfiirj 2 Nsei A; 2 ,dannist,

2.) Ist Ox Topologie auf X, Ax fO°€ : O 2 Oxg das System aller abgeschlos-
sener Mengen in X, so gilt  Ox Ax .

» 1.) Wir wissen, dass Komplemente und abzahlbare Vereinigungenin sind,

o 1,

C N\ C
Aj2 DAS2 D T AT2 > A @ atA 2

j2N j2N j2N
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2) IstM ,dannistauch M , also gilt

A2Ax) 9020x:A XnODHAZ2 Ox
D Ax Ox ) Ax Ox :

Analog folgt Oy Ax . «

3.6 Satz 1.) Die Borel -Algebra B R wird von jeder der folgenden Mengen er-
zeugt,

M, fA R:AZ2ARgg;
M, fO R :O2O0gg;
M3z f a;b R :a;b2Rg;
Mg fab :ab2Rg;
Ms fab :ab2Rg;
Ms fab :ab2Rg;
M; fal :@aZ2Rg;
Mg fal :aZ2Rg;
Mg f 1;a :aZ2Rg;
Mo f 1;a :aZ2Rg;
M1y fab :a2Qg:

Entsprechendes gilt fir B R" . Insbesondere wird B R" von folgendem
Halbring erzeugt
n o]
h X-ll aj;bi ai;bi2R

2.) B R enthalt alle endlichen und abzahlbaren Teilmengen von R.

. . . Cc H H H
» 1) a;b |E{zj_‘}\|E{JL} 2 B R, also ist Mg B R und damit ist
20R 2AR
Ms BR.
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2.) Sei O R o[ed, dann ist O abzahlbare Vereinigung o [eder Intervalle,
also

E
(@] aj; bj ;
i1
. E_ 1 .
aj,bj aj,bj E 2 Mg ;
k 1

und damitist0O 2 My . «
37 Satz SeiM P % undf: ¥ 0 dannist
n o
fl ™ flA A2 M ;

eine -Algebra und wirdvon ¥ 1 M erzeugt.

» i) 3 fl: 21 M

(i) FrAS F£1 Opa nf 1 A.SeialsoB2Ff 1 M ,dann exis-
tiertein A2 M :B f ! A . DamitgiltB¢ f 1A° f 1A 2
f! M

(iii) Die “Urbildabbildung” ist inklusionserhaltend, also gilt

o 1
L L

f e AjA f 1 Aj )
i2N i2N
. S
istalsoBj 2f * M ,dannfolgt joyBj2F 1 M
aus (i) bis (iii) folgt, £ 1 M st -Algebra.
(ivy FtM F1 M alsoistauch F M fl ™M

Betrachte A2P :F1A 2 f£1M falsoist eine -Algebra
auf  (Beweis analog zu oben).

O [edsichtlich ist M , also ist auch M und damit ist
fl ™M fl flMm
Alsoistf 1 M f 1M dievonf ! M erzeugte -Algebra. «
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3-C Malde

Sei nun stets h ein Halbringund eine -Algebra.
3.8 Definition :h ¥ 0;1 heiBtPramaR, : ¥ 0;1 heillt MaB, falls
(i : 0, (Definitheit)
(i) A O, (Positivitat)
S P N
(iii) i2nAj Aj , ( -Additivitat)
j1
S .
falls  jonAj 2 h bei Pramal.
;5 heilst MaBraum.
S . . .
Falls nanAn mit Ap < 1, dann heil3t -endlich.

Ist < 1, dann heiRt endliches Mal.

Ist 1, dann hei3t Wahrscheinlichkeitsmal3.

3.9 Forsetzungssatz Ein Prédmal o auf h besitzt eine Fortsetzung zu einem Mald
auf h .lIst o -endlich, dannist eindeutig.

» Elstrodt, Kapitel Ill, xx 4.5. «

3.10 Korollar Es gibt genau ein Mal? " auf der Borel -Algebra B R" mit

. v
Xi' 1 ajibj b; aj
j1

" heil3t Lebesgue-Borel-MaR und ist translationsinvariant.

» Durch wird ein Pramaf auf dem Halbring

n o
h X', aj;bj :ajbj 2R
- , ) S1 . . )
definiert. ist -endlich, denn R" i 1W zj , mit z;j einer Abzéhlung von
Z"und W zj ein halbo Cener Wirfel mit Mittelpunkt z; und Seitenlange 1.

Dannist W z;j 1 und die Fortsetzung eindeutig. ist auf h translations-
invariant, also ist auch die Fortsetzung translationsinvariant. «
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3.11 Weitere Eigenschaften Sei MaR, A; 2 , dann gilt

AL A2D> A Az . (Monotonie)
" S, .
(i) A1 Az Az i A i 1Aj 2 ,dannist

A lim Aj .
jra
LEY .
@iii) A1 Az Az L AL j 1Aj 2 ,dannist
A lim Aj .
jra
. S, P -
(IV) j 1Aj ) Aj .
j 1
» i) A2 AL A2\A] DO A, A1 | Az{z\Ai}.
_O_
(ii) Schreibe AalsA A1[ A2nA; [ AsnAz [,

X
A Aq AjnAj 1
j 2

X
lim A AjnAj 1
11 .

j 2
lim AL A2nA; [ AknAx 1
1

lim Ag:
1

(iii) A Ag,also ist
(0} 1

X E
A1 AL AinA  AL@A;n  AA AL AnA;:
it i

FUr das MalR von A; gilt also
(¢} 1

A1 A @ AnAA A lim ALnA;
. jri
j 1

A A1 lim A
jra

D A lim Aj:
jra
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(iv)

i
Aj Ajn Ax;

k1
also gilt fur das Mald
(0] L 1 * (0] i 1 x
@A A @ajn T AA A Aj
j1 j2 kK 1 j2
X
Aj o «
j 1

3.12 Definition Sei ;; ein MaBraum.

1) N 2 heiRt Nullmenge, falls N 0. Eine Eigenschaft E x fir x 2
gilt fast Gberall, wenn es eine Nullmenge N gibt, sodass

8x2 nN:E x istwahr:

2) ;5 hei3t vollstandiger MaRraum, falls mit einer Nullmenge N auch
jede Teilmenge von N enthalt. —

3.13 Vervollstandigung eines Maf3raums Sei ; ; ein MalRraum. Setze

B : 9AC2 : A B C~™~ CnA Og;

und fuirB 2, B A C . Insbesondere ist dann jede Teilmenge
einer Nullmenge in enthalten.

Dann gilt
ist eine -Algebra.
ist ein Mal3 auf

ist eindeutige Fortsetzung von
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H ist vollstandig.

» ist eine  -Algebra, denn
1) ;2
2) SeiB2 ,undA B C,mitCnA N,danngilt
CC BC AC.
C% A2
A°nC® A°\ C°°¢ A°\C CnA;
> A°ncC°¢ (o}
B¢ 2

3.) SeiBj 2  firjedes j 2 N, dann gibt es Aj;Bj 2 , sodass A; Bj
und CjnA;  0.Esgiltdann
L L L
A Aj B By C Cj;
J2N j2N 2N
und fur A;C 2 folgt,
(o} 1 O 1. O 1 0 1
c I: [ \ Cc
CnA C\A° @ " CANG " pAA @ 7 GANEG  ASA
i2N i2N i2N i2N
0 iz j j j
@ L Cj \A;-:A
j2N
311 X
> CnA Ci n Ag 0:
k 1
4) ist MaR: Ubung.
5) ist eindeutig: ist Maf3, also monoton,
A B C.
{2} 2=}
A c
D B A

also ist eindeutig. «
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3.14 Definition Die Vervollstandigung " des Lebesgue-Borel-MaRRes " heildt Le-
besguemaf auf R".

3.15 Bsp 1) Seix 2R", dannist " fxg 0, denn sei
#

1
Wi X7, Xk Jf;xk D fxg Wj;

2) Aus 1) folgt fur M R" abzahlbar,dass " M O ist.
3.) Die Cantor-Menge ist ein Beispiel fur eine Uberabzéahlbare Nullmenge.
4.) Fur a 2 R ist eine Hyperebene im R" gegeben durch
H: fx2R":x; ag:
Fallsn 2,ist ™ H 0, denn
H I-:Hk; Hx fag K; k Tl K Kk ;
k1
o [ensichtlichistHx Hg 1,alsofolgtmit3.11,dass " H lii!rri noH,
Hy a ;a kik i KKk ;

11 {z }
noo f2knlio

> "H o

3-D Messbare Funktionen

3.16 Definition Seien
messbar, falls gilt

: und % 0 messhbare Raume. Dann heiRt f : 1 0

8B2 “:flBp 2

)
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oder anders geschrieben £ 1 0 . Man schreibt ¥ : | 0. 0 st
messbar.

Falls © B ° O o Borel- Algebra auf 0 ist, heilt ¥ : ; 1 0
Borel-messbar.
3.17 Vereinfachung IstM® P 0 mit ° M? , dann sind &quivalent
@i F: ; 1 0 0 messhar.
(i) 8B2M: ¥ 1B 2 . ~
» HyYFrtm 1 M f10
G YFLT O F£1 M £ 1M ,

da f ! M® diekleinste -Algebraist, die ¥ * M? als Teilmenge ent-
halt. «

3.18 Korollar 1) Ist ¥ : X 1Y stetig, dann ist ¥ Borel-messbar.

2.) Sei ;. ein messbarer Raum. Fur A ist
8
'R 21; X 2A;
A =R X,
?O; X A

die charakteristische Funktion von A.

Esgilt A2 genau dann, wenn a: ; ¥ R Borel-messbar ist.

» 1) Die Borel- Algebra auf X ist Ox , die auf Y ist © Oy .
Wendet man nun 3.17 an mit M® Oy folgt aufgrund der Stetigkeit von
T, dass f 10 2 Ox fur O 2 Oy.

2.) Wahle B R fab :ab2Rg.
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3.19

3.20

3.21

“)»". Sei A2 ,dannist

1 4.
A ab

nA 1 a;b ;02 a;b;
- ;0;12 ab

8
%;; 0;1 ab;
A; 12 a;b;0 a;b;

“CuSeiA a' 31 ,dannistA2

Erweiterung von R SeienR R [flg[f 1g,
B R fBLIE:B2B R undE2f;;flg;f 1g;f1l; 1gg;

dannist B R eine -Algebra, die Borel- -Algebra von R.
Eine Funktion £ : ¥ R heilRt numerische Funktion. ~
Korollar f : ; I R ist Borel-messbar genau dann, wenn eine der Bedingun-
gen erfullt ist,

i F1 a1 2 ;a2R,

i) F! ab 2 ;ab2R
» al :a2R erzeugtB R . «
BildmaR Seif: ; ¥ 0 0 messbarund : ¥ 0;1 einMaRauf ;
Dannist : %% 0;1 mit

B flB fure2

ein MaR auf %, 0  das sogenannte BildmaR. Schreibe : f . ~
» () 3 £l : o

(i) SeiB2 9 dannist B f 1B o,daf 1B 2
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S
(iii) Sei Jn 1Bj disjunkte Vereinigung von Bj 2 "firl1 j n,dannist

Ln o,
- ; ,F °Bj
£l Bj Bj ;
j1 j1
da f ! inklusionserhalten ist und die Urbilder disjunkter Mengen eben-
falls disjunkt sind. «

322 Satz Seienf: ; v % 0 yndg: 0 0 ® 0 0 messhar, dann ist

auchg f: ; 1 0. 0 megsbar,

» SeiC 2 % dannist

g f 'c flglc flPch:«

—{z=—}
20
3.23 Satz 1) Seif: IR" T Tf1;:::; Fn , dann sind folgende Aussagen aqui-
valent
@ f: 1 R" st Borel-messbar.
(i) Fi;0iFn s ¥ R sind alle Borel-messbar.
2) f: ¥ C ist Borel-messbar genau dann, wenn Re f;Imf : ; IR

beide Borel-messbar sind.

» 1) “(ii))(i)”: Folgt direktaus ¥ 1 X', aj;b;j

n 1 .
j j 1f- aj,bj

j
2.) “(i)) ()" Wahle R statt aj;bj flrj 2;:::;n dann folgt
fl a;b; X' ,R ;1 a;;by ;

und die aj;bi erzeugen B R , also ist f; messbar.

3.) Cist homdomorph zum R2. «

3.24 Satz 1) Seien f;g: ; ¥ R Borel-messbar, dann sind es auch
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(iy Ffur 2R

@iy £ g,falls 8x2 :f x 1)gx 1.
(iii) £ g,wobei0 1 O zu setzen ist.

(iv) £ : maxff;0g.

(v) £ : maxf F;0g.

(vi) F f f.

2.) Sei T, eine Funktionenfolge und alle f, : ; I R" Borel-messbar,
dann sind auch supy, fn; infh Tn; limsup,vq Tn; liminfa 1 f, und falls
der Grenzwert existiert limp s 1 f, messbar.

» 1.) Wir zeigen die Behauptung nur fur £ g und maxff;gg, die anderen
Féalle folgen analog.

Seien !ﬁz;x,fx;gx undP :R° I R; XY . X VY.
O [ensichtlich ist P stetig, also Borel-messbar und daher gilt

f g ! 01 f g tol1 [f g ! fig
lplodl [glfig [Fflflg 2

maxff,gg ! a1 Ff! a1 [g! a1 2

2) Seif x : sup fn X :Nn2N firx2 ,dannist

fl aal I:rnl {a;l 2
n2N 22_}

und daher ist

limsup f, X infsupfyx x ;
nil nlgn
messbar. Ist limsupnsq fn liminfae 1 Fn, ist auch limp x4 £, messbar,

dabei ist auch 1 zugelassen. «
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3-E Lebesgue Integral

3.25 Definition f: I R heil3t einfache Funktion, falls ¥ Borell-messbar ist und nur
endlich viele Werte annimmt, d.h. ¥ ist genau dann einfach, wenn ¥ Linearkom-
bination® von charakteristischen Funktionen messbarer Mengen ist.

3.26 Vorlaufige Definition Sei ; ; MaBraumundE 2 . Fir eine einfache Funk-
tion
X
L j Aj;  MIt Aj messbar;
i1

definieren wir
z X
fd : i Aj\E;
jo1

wobei wirimFall j Ound A;j 1, j Aj 0 setzen.

Bsp 1.) Sei
8
21; 0 x 2
f: R_BR !FZ;x,>
-0; sonst;

F?Iann lasst sich ¥ schreibenals f 1 02 O Rrpnoz2 und damit ist

rTd 2.
2.) Sei
8
20; X <0;
g X
?1; x 0O

R
dannist pgd 1.

3Diese sind per definitionem endlich.
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3.) Sei
8
21; X 2Q;

?0; X2RnQ;
1 o 0 ruos

R
dannist ghd 1 Q O RnQ 0.

3.27 Satz Seif: ; ¥ R Borel-messbar und positiv?, dann existiert eine Folge s,
einfacher Funktionen mit den Eigenschaften

i) O s1 s i
(i) 8x2 :limpyasn X f x.
Ist ¥ beschrankt, so konvergiert s, auf  gleichmalig gegen F.

» Sei

Fr: x2 fx n Ff1! na1 ;

dann sind Fn und En;j messbar. Sei

8
=il fur x 2 Enj;1 j 2

sn x - 2n
-n; fur x 2 Fn;
25<'j 1 .
on Enj M Fns
j 1

dann ist s, messbar und einfach. s, X ist auBerdem monoton wachsend, denn
En 12 [En 12j 1 Engjs

2j J
oni1 on und sn, X on

mitsn 1 X auf En 125 1.

Seinun x 2 fest,

4Wir sagen X ist positiv, falls x 0 und ist echt positiv, falls x > 0.
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falls f x <1, folgt sy X f x <2inf0rn>fx,
falls ¥ x 1,istsy X N 1firn?t 1.

Ist ¥ beschrénkt, also f X ¢ 2 R, dann existiertein N 2 NmitN ¢, so dass
f sn 1 2% fur n N und damit konvergiert s, gleichmafig gegen . «

3.28 Korollar Sei f: ; I R, dann sind folgende Aussagen &quivalent
(i) f ist Borel-messbar.

(if) T ist punktweiser limes einfacher Funktionen.

» (1)) (ii): ¥ ist Borel-messbar, also auch ¥ und ¥ . ¥ und f sind positiv, also
nach 3.27 punktweiser limes einfacher Funktionenunddaf f f istdamit
auch f punktweiser Limes einfacher Funktionen.

(i1)) (i): Einfache Funktionen sind messbar, und damit ist ¥ als Grenzwert mess-
barer Funktionen messbar. «

3.29 Definition Sei ; ; MalBraumundE 2
(i) Sei f: ; ! R Borel-messbar und positiv, dann ist
z z
Efd sup Esd :seinfachund 8 x2 :0 s x f x
(i) Seif: ; 1 RBorel-messbarmitf f f .
Falls ¢ f d ef d 1, dannist ¢ fd nicht definiert. Andernfalls
ist
z z z
fd fd fd
E E E

R R R
(iii) Falls ¢ d ; cf d < 1, was &quivalent zu ¢ £ d < 1 ist, dann

heil3t ¥ Lebesgue integrierbar und man schreibt ¥ 2L; ; ;
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3.30 Eigenschaften des Lebesgue Integrals Seien N MaRraum, ;g :

Borel-messbar und A 2 | dann gilt

(i)

(i)

(iii)

(iv)

V)

(Vi)

(vii)

(viii)

f2L, ;; a f 2Ly ; ; ,indiesem Fall gilt
Z Z
fd f d:
A A
Seif2L; ; ; und 2R,dannist f2L; ; ; und
Z VA
fd fd :
A A
Seif2L; ; ; und g f,dannistg2Ll; ; ; und
z z
gd fd :
A A

Sei A <1 undf , beschrankt dann ist

A F2L1

Seienf;g2L; ; ; undf g,dannist
Z Z

fd gd :
A A

Seif2L; ; ; ,dannist
Z Z

fd Afd :
A

Sei A 0, dann ist
Z

fd 0:
A

Sei A1 Az und Ao nA; 0, dann ist
Z Z

A1 Az
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(ix) Seif2L; ; ; ,dannist

12 f1 1 0:

x) Seif2Ly ; ;
Z Z

fd fd : 7
Ar A2

und positiv, A; Az, dann ist

» “(i)”: Ist £ numerisch, dannistf f
folgt aus der Definition. Fir das Integral gilt

Z Z Z Z Z
fd f d f d f d f d
A A 12} A A
z 0 z
sup sd :0 s f sup td
» z A
sup .0 L T
A A
“(ii),(iii)”: Ubung.
“(iv). F x C fur x 2 A, alsosindauch ¥ ; Ff
0 s AT , dannist
Z Z
sd cC A) AF d C A:
A

“(v)”: Aus ¥ g folgt,
Z Z

“(vi),(vii)”: Klar, vergleiche auf (iv).

“(vii)”: Fur jede einfache Funktion auf A, gilt Gleichheit.
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“(ix)”: Falls 12 f1 1 =0,qgiltfar
8
20; nA;

Sh X
?n;A LI i | 1 ;

und damit0 s, f, also auch
Z

“(X)"Z 1 i Al;f Az 2L;und Ff Aq f Ao

3-F Konvergenzsatze und mehr

3.31 Satz Seiensp; I R einfache Funktionen mit0 s; s, :::undO
limp v sh. Dann gilt
Z Z

d I’I]IITJ]_ snd : 7

» ist einfach, also Linearkombination charaktersitischer Funktionen,
X 1
j Aj; 8Aj9 jZRZ i Aj;
j1
also sind die Aj messbar und Aj \ A, 3 furi k.

Seinun =>1undB, f1 2 Ll sn ¥ geine Folge von Mengen, dann
existiert fur jedes ¥ 2 einn 2 N, so dass ¥ 2 B, und daher gilt

Bk By fur | K,
S S
n2N Bn y ) Aj Aj \ n2N Aj \ Bn

Bn Sn,
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Also gilt

im By d im Smd im Smd :
o R R ,
Da fur > 1 beliebig gilt d im smd , folgt die Behauptung. «

3.32 Satz von der monotonen Konvergenz (B. Levi 1906) Seien f,: ! R messba-
re numerische Funktionen mit0 ¥, F, ::: dann gilt

Z Z
im fnd rI1i!r‘rlfnd :

im f, x ist wohldefiniert und nach 3.24 messbar.

R
2) fn ) fTnhd T d und daher gilt insbesondere,
z Z
im fnd fd :

3) Seiseinfachmit0 s f, > 1undBj 12 s 1 f. 1,
dann gilt

B, By i
S B, fhunds g, einfach,
0 S B, S B,

O [edsichtlich ist s r!i'rrls B, also gilt

Z Z Z
sd li S g,d
n

3

R

und da > 1 beliebig war, folgt
z z

sd li

n

3

fnd ;

R

insbesondere gilt dann
Z Z Z
fd sup sd :0 s f;seinfach im fnd : «
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3.33 Additivitat Seien f;,g2L; ; ; ,dannistf g2L; ; ; undesgiltfir

A2 |
z A z

f gd fd gd @ —
A A A

» 1) Seien f;g O0,dannist ¥ g nach 3.24 messbar.

Es existieren also Folgen sn ; t, einfacher Funktionen mit0 s; s»
;und 0 t; to i, sodass

f x r!l!rTiSnX, g X r!'!n?Lt”X‘

Sei n sn th,dannist , einfach und monoton steigend und es gilt

T g X limprr n X .

Es folgt daher mit 3.32, dass
z Z z Z
f gd é'-rri n;i i i
fd gd :

5—
-
[
5 —
[y

Seinun A2 ,dannist
z z z z
f gd f g ad f ad g ad
A z z

fd gd :
A A

2) Seiennunf;g2L; ; ; ,und

A1 12 :f1 Oundg ¥ <Ound f g !¢ 0
f1 01 \g! 2,0 \f g!oa1;

dann ist
Z Z
VLN L BT
z Vo ° z
D f gd fd gd :
Ax A Ax
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Entsprechend fir

Az 12 . f1 Oundg ' <Ound f g ¥ <O ;
Usw. «

3.34 Korollar Seien fp : ;

¥ R messbar und fn

0, dann gilt
(0] 1
Z x D% VA
@ f.,Ad fad @
n 1

» Zum Beweis betrachten wir die Reihe als Grenzwert ihrer Partialsummen
(e}

5 1 ;O 1 ;0 1
X X 3:32
@ f,Ad @lim  f,Ad lim @ f,Ad
NT1 NY1
n 1 n 1 n 1
x Z x Z
3 Jim £, d fad @ «
N!ln 1 n 1
3.35 Bsp Sei N;

P N und A cardA, dann gilt:

1.) Jede Funktion ¥ : N ¥

0; 1 ist messbar und es gilt
z *

denn betrachten wir f, : f

. P
fng, dann ist T,

Ound f i und
1

n
wir kdnnen 3.34 anwenden.
2) Seifh,:N ! 0;1 undank Tn k,danngilt

X X X X
Aank ank;
n 1k 1 k 1n 1
denn ank
k 1

n Fnd und wir kénnen erneut 3.34 anwenden.
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3.36 Lemma von Fatou (1906) Sei f: ; I R messbar, f, 0, dann gilt

Z Z
Iirrp!i{]ffn d Iin!iff fnd :
R
Ist dartiber hinaus f, 2 L1 ; ; und gibt es ein M 2 R, sodass f,d M
fur alle n 2 N, dann ist Iirr1n.i1nffn 2L und es gilt
Z

liminff, d M: T
nil

» Sei f: Iim ?ffn, dann ist ¥ positiv und nach 3.24 messbar, ebenso ist gn, :
n '

inf 5 : J n messbar. Nun gilt
gn Fjfurj n,
0 a1 92
gn ! f punktweise,

also ist auch
Z Z
gnd inf fijd :j n

Aus dem Satz tiber monotone Konvergenz folgt somit die Behauptung,

Z Z A A
. 3:32 . . .
fd rI}l!rngn rl]l'rr:}_ gnd rI}l!rnllnf fid :J n
liminf  f,d : «
ntl
3.37 Satz von der Majorisierten Konvergenz (Lebesgue 1910) Seien fn;f: ; 1

Rund f, Y F.Existierteing 2L, ; ; mit f, g fur n 2 N, dann sind
fi;fF2L1 ;o und es gilt

Z Z Z

fn £ d 10 fnd 1 fd:

» Aus 3.30 folgt, dass f, 2 L1 ; ; .Nunist Ff
auchf2L; ; ;

im fn g, also ist
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Wegen f, F fn f 2g gilt

On: 29 T fF 0; gn ! 2g;

und damit erhalten wir,

Z Z VA
2gd rI]l!rrlgn d Ilrr1n!|]r_1f agnd

YA z
, 2gd Ilrr‘n!llnfZ f. £ d
2gd limsup fn f d;
! ntl {7 }

0
N R . . . .
und daher ist limsup f. £ d 0. Nun sind die f, nichtnegativ, also
ntl

existiert auch der Grenzwert und stimmt mit dem limes superior Uberein, es gilt
also,

Z
im f. f 0:

|
nil

Mithilfe der Dreiecksungleichung fur Integrale folgt daher die Ubrige Behaup-

tung,
z Z Z
fnd fd fn £ d 10 «
3.38 Tschebysche [-Uhgleichung Sei ¥ 2 L1 ; ; undf 0, dann gilt fur jedes
c2 0;1,
Z
1 -
T2 . f1 C —  Fd:
C

R
3.39 Korollar 1) Ist f d 0, dann folgt £ O fast tberall.

R
2) Ist¥ Ound fd <1,dannistf ¥ < 1 fast Uberall auf
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1

» 1.) Sei An T %; 1 ,dannistAn 2 unddaAn An 1,0ilt

z
An n f d;
|—z—1}
0 o 1
12 fr o @ " AA lim A, O
n1 -

2)) Folgt direkt aus 3.38. «

3.40 Korollar Seien f;g: ; ! R messhar.
R R
(i) Giltf g fast tberall, dannist 5 fd A0d furalleA2

R R
(i) Sind F; g integrierbarund 5 fd A0d furalleA2 ,dannistf

g
fast Uberall.
» “(I)”: trivial.
R
“(i1)”: Sei ohne Einschrdankungg O, dannistfuralle A2 , ,fd 0.
WahleA £ 1 0;1 2 ,dannist
Z VA
fd fd 0;
A
und aus 3.39 folgt, 0 fast Uberall. Analog verfahrt man mit £ und da
f f f 0 fast Uberall, istauch ¥ g fast Gberall. «
3.41 Bemerkung. Fuar f;g: ; I R messbar ist
f gaf g fastiberall;
eine Aquivalenzrelation.
Zujedemf 2L; ; ; existiertein f2 Ly ; ; so,dass f fundf x <
1; 8 x 2 .Insbesondere gilt flr jedes A2
Z Z
fd fd :
A A

dennnach3.39gilt ¥ 1 f 1;1g 0.
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3.42 Definition Sei f : ; ! R messbar, dann heift die Funktion -messbar, falls

T messbar bezuglich ; ; , d.h. der Vervollstdndigungvon ; ; ,ist.
3.43 Bemerkung. 1) Seif 2Ly ; ; und ¥ g fast tberall, dann ist auch
g2L: ;

2.) Alle Konvergenzséatze gelten auch fir -messbare Funktionen, wobei die
Voraussetzungen nur fast Uberall gelten mussen.

E%Sp Seien f;f, messbar, f r!l'l‘fl T, fast Uberall, T, g fast uberall und
gd < 1,danngilt
Z

lim fn T d 0:
nil

3-G Riemann- und Lebesgueintegral

3.44 Satz Seiena;b 2 R, f: a;b ¥ R beschrankt, dann sind aquivalent
(i) f ist Riemann-integrierbar,
(i) Das Lebesgue-MaR * der Unstetigkeitsstellen von f ist 0.

Sind beide Voraussetzungen erfullt, dann gilt

z Z,
fd ! f x dx: ~
ab a
» Ohne Einschrankung sinda 0; b 1. Wir sagen f ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn Ober- und Untersumme gegen denselben Wert konvergieren.

1.) Fur das Riemann-Integral bendtigen wir eine Unterteilung des Intervalls
0;1 , fir n 2 N seien also

1 j 1 j
Y1 0, — Yj ] =

2n 'on
n o
m; inf £x :x2Y; ;
n o
Mj sup Fx :x2Y; ;
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far j  2;3;:::;2". Nun kénnen wir £ durch folgende Funktionenfolgen
von unten und von oben annéahern,

8 8

2mj; far x 2'Yj; 2Mj; far x 2 Yj;
gn X > Gnh X -

-0; X2Rn 0;1; -0; X2Rn 0;1 ;

wobei gn und G, per definitionem einfach sind. Aufgrund der Konstruk-
tiongiltgn 9gn 1 Gn i1 Gn.

“Unter”- und “Obersumme” kdnnen wir also wie folgt definieren,
Z
Un gnd *;
7 0;1

On Gnd 1:
0;1

Seien g rI1I'rT1 on; G rI]llm1 Gn, beide Grenzwerte existieren, da g, und
Gn monoton sind. g und G sind als Grenzwerte einfacher Funktionen
messbar und beschrankt, da £ beschrankt ist. Nun ist

inff ganx gx GXx Gpx supf:
0;1 0;1

Nach 3.30sindg  01;G o1 2L1 RRBR ; 1

Sei D die Menge der Unstetigkeitsstellen von ¥, dann ist
D J—n:nZNundj 0;:::;2" [ x:gx G x
12 @ }
abzahlbar, also Nullmenge

“)”: Sei ¥ Riemann-integrierbar und | der Wert des Integrals, dann ist
rIll!rriUn rl]l!nlon l,
Majorisierte Konvergenz: gn ;jGnj max inff ; supf

Z Z

| gd ?! Gd !
7 0;1 0;1

D G gd ! o
0;1
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also ist G g fast Uberall und daherist 1 D 0.Dag f G,ist
g F G fast Uberall und es gilt

z z z,

fd ! gd * 1 f x dx:
0;1 0;1 0

4) “C:Sei ' D 0,dannistg G fast Uberall und damitauchg F
G fast Uberall. Damit gilt

z z
; 1 1
r!l!rri Un o1 gd o1 Gd rIll'rri On;
und F ist Riemann-integrierbar®.
3.45 Satz Sei l ab und 1 a<b 1,f:1 ¥ R sei Riemann-integrierbar

Uber jedem c;d I, dann sind aquivalent
(i) T ist Lebesgue-integrierbar tber I,

@iy F ist uneigentlich Riemann-integrierbar tber I, d.h.
Zyg

limlim f X dx existiert:
d"b c#a ¢

R R
Falls beide Aussagen gelten, ist ;f X dx Fd . 7

» Seien ap ; bn Folgen mita<an <b, <bund b, " b, a, #a monoton.

1.) Aus 3.44 folgt, dass F anb, Lebesgue-integrierbar ist, also ist auch

T rI‘l!rri f  a.,p, Lebesgue-messbar.
AuBerdemist f 4. b, f  a,1b, .. alsogilt
z, z z
. n . 3:33
lim fx dx Ilim T anb, d f d
ntl an ntl p ! R

SDieser Beweis ist eigentlich unvollstandig, da man zeigen misste, dass jede Riemannsumme
konvergiert, man kann den allgemeinen Fall aber aus dem hier konstruierten Spezialfall her-
leiten.
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R R
2.) “(i))(i)”: Aus (ii) folgt, I’I]Irnl ;: f x dx existiert und r F d <1
also ist T Lebesgue-integrierbar.

R R
3) “()nm g £ d < 1, also existiert rI1|Iml ;’: f x dx und daraus
folgt (i).

4.) Die selben Uberlegungen wie in 1.) fur f statt ¥ und majorisierter statt
monotoner Konvergenz mit

L an;bn LI

im Fall dass (i) und (ii) gelten, liefert

Z, z
f x dx fd: «

a |

sinx

3.46 Bsp F X | 0;1 .Beix Oistf stetig ergdnzbar durch ¥ 0 1

9 sinx 1 d Zd cos X
< dx —COSX ; > dx < 1;

. e} 112
¥cosl ji %
also ist ¥ Uber | Riemann-integrierbar, aber
z n 1 R b4 z j1 R

sinx sinx

dx dx

X j1d X

X 1 Z i1

Jsinxj dx

b 1
1

X 1 z

@ —— A jsinxjdx ¥ 1furN ¥ 1;
i1l 1t 0

. sinx . . . . . . .
also ist BV nicht uneigentlich Riemann-integrierbar tber | also auch nicht
Lebesgue-integrierbar.
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3.47

. sin x
Allgemeiner: £ x .
X

8
% 0; T ist weder Riemann- noch Lebesgue-integrierbar;
0< 1; ¥ ist Riemann- aber nicht Lebesgue-integrierbar;
%1 < < 2; T istsowohl Riemann- als auch Lebesgue-integrierbar;

2; T ist weder Riemann- noch Lebesgue-integrierbar:

3-H Produktmale

Definition/Satz Seien ; und % ° MaRraume, dann ist

h A B:A2 ;B2 °;
ein Halbring und 0. h eine -Algebra, die Produkt -Algebra.
Fur M 2 unda2 ;b2 9seien die Schnitte

Ma y2 : ay 2M 0.
MP fx2 : x;b 2Mg :

danngiltMa2 %undMP 2 .

n o
» i M: M ":Ma2 %MP2 ;a2 ;b2 0 ist -Algebra.
8
B 2B; a2A;
(i) h M:A B2h) A Ba
-3 a A
und ) 0 M. «
Korollar Seif : 0 ¥ R messbar, dann sind auch die Schnitte f x; : 01

und ¥ ;y : T Rfurx2 ,y2 ?messbar.
» SeiC R messbar, dann ist

fx !c y2 Y fxy 2C flc, «
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0.

3.48 Definition/Satz Seien ,
3.47.Dannist A B A
- h , das Pra-ProduktmaR.

0.

"B mit0O 1 Oein

0

-endliche MalRraume und h wie in
-endliches Pramald auf

» @ s 0
iy A B A B 0,
L Sn P
(iii)  -Additivitat: i 1Ai  Bi Ai Bi
i1
SeiA B .n2NAn Bn, dann gilt insbesondere fur k N, dass
An Bn \ Ak Bk > ) An\Ak - Bn\Bk > -
Z Z
A B A "B "B ad " A Bxd x
Z
o L An B d x
n2N n n X
Z x Z x
0 0
An Bnx d Xx Bn A, d
n2N n2N I_{]Z_r}
7 0
X X
"Bn a,d An YBp:
n2N n2N
(i)-(iii) > ist PramabR.
(iv) ; %sind -endlich, es gilt daher
Am; Am <1;
m
0 Bn: ’Bn <1:
n2N
. S
Nun ist 0 mn2nAm B und
Am Bn Am "Bn <1;
also ist ebenfalls -endlich. «
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3.49 Definition/Satz Seien  j; j; j , -endliche Malraume fur1 j n, dann
existiert genau einMaR auf ' ; j,dasProduktmal ,mit X' A; P10 A
farA; 2 5. 7

» Der Beweis fur zwei MaBraume wird analog zum Forsetzungssatz 3.9 gefihrt,
danach Induktion. «

3.50 Spezialfall Seien ; R, j B R die Borel -Algebraund j das Borel-MaR
mit a;b jb aj,dannist " : P 1 j das Lebesgue-Borel-MaR auf R".
Die Vervollstandigung " von " ist das Lebesgue MaR auf R".

n (0}

. N, N oaps
Man kann zeigen, dass j ;B R Xj 1 aj;bj

351 Satz Seien ; ; , % 0 0 _endlich, dann gilt

(i) furm 2 0 sind folgende Abbildungen,

v T 01 x., My
’RA:O!O;l;y, MY

messbar.

(ii) FOr die Abbildungen,

Z Z
M “md 0 My d X ;
VA Z
"M D’R,,do . MY d Oy ;
gilt 0 0o =
» (i) SetzeM fM 2 0. =\ ist messbarg °,
SeiA B2 0. Dann ist
ag: ¥ 01;x, "B AX;
messbar nach 3.18 und daher ist M.
Zeige: M ist  -Algebra, dann ist ° M.
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1) 5 2 M, da ~ ; trivialerweise messbar ist.

2) M2 M D M® 2 M, denn %ist -endlich, es existiert also eine

Folge Y mit,

<1:

0 pC ; 0 0 c ; 0 0 0
My rLl!m1 n \ Mg rIll!m1 nh Mx\
; 00 0 0
I'III!n}_ n MX \ n
; 00 0 0 .
r!l!m1 n M\ n o x

und alle Mengen sind messbar, also folgt mit 3.24, dass M$ messbar

ist.

S
3) SeiM n2nMn; Mp 2 M. Es genuigt hier disjunkte Vereinigungen
zU betrachten, also

0 0 L = 0
My n2N Mn x Mn x ;
n2N
und ® M, x ist messbar.
(i) Zeige ist MaR auf % A B A 'B ,alsoist Fortsetzung
desselben PramalRes wie % und da die Fortsetzung eindeutig ist, folgt
0. «
352 Satz von Fubinil Seien ; ; , % 0 ° _endlich, f: % 0;1 mess-
bar, dann sind die Abbildungen
Z
f.: " 0o1:;x, fx; db%
0
A
f,r ‘v o1y, F oy d;
messbar und es gilt,
A Z Z
fd 0 fxyd’y d x
0 0
Z Z
fx;yd x dly: ~
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» SeiM 2 0, Nach 3.51 ist die Abbildung,

Z
M2'Y 5 MY My X d x
messbar und es gilt,
Z
0 0 3:51
, md M

Z Z

Md X

Z
M Xy d X
Z
M 0|\/|yo|°y
d%y:

Aufgrund der Linearitat des Integrals gilt fir jede positive einfache Funktion s,

Z Z Z
sxyy d 0

0

R
insbesondereisty , s X;y d X messbar.

sx;yd x d%y;

3.37 besagt, dass eine Folge s positiver einfacher Funktionen existiert mit
sn " F. Mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz, erhalten wir somit

die Behauptung,

Z Z
fd O lim snd
0 nil 0
(0] 1
Z g Z E
lim shn X;y d X d
nil 0
[ {z }
Sh 2 messbar, monotonw.
0] 1
Z Z
. fxyd xgdly;
|— {2}
B f2

und f> ist Grenzwert von s > also messbar.

3.53 Satz von Fubini Il Seien ; ; , 0 0 °0
messbar, so gilt,
Z Z Z
f d 0 f xiy
0 Z Z 0
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Ist eines der Integrale endlich, dann ist ¥ 2 L, 0 0 % und es gilt,
f ;y 2Ly ; ; ; furfastalley2 ¢ (**)
fx 2L, % % % furfastallex2 ;

sowie

Z Z
fd 0 fxyd?’y d x
0 Z Z 0

fxyd x d%y: ~
Eemerkung. Die iterierten Integrale sind eventuell nicht definiert,daz.B. f; X
oF x; d Uy nurfirfastallex 2 definiert ist.

Zu AbhilfeseiA: x2 ? o Fxy dly 1 , dann ist A messbar mit
A O (siehe Beweis). Nun kann man f; auf  messbar fortsetzten zu f

durch,

8

2fl X ; X 2AC;

?O; X 2 A,

'Fl X

damit kann das Integral definiert werden durch
z z

f1d f1d :

» 1.) f ist messbar, also ist auch ¥ messbar und mit Fubini | (3.52) folgt
die Gleichheit in (*). AuBerdem sind f und £ messbar und damit auch

T, Ly f2 xi F ly i X
. R )
2.) Sei nun o F d 0 <1,dannistf 2 Ly 0. 0. 0
und
Z

g1 X : f x; d o

ist ebenfalls L;. Mit 3.30 folgt, dass
X2 01X 1 0:

Alsosind ¥ x; und T y; -f.0. integrierbar (**).

Der Rest folgt durch Anwendung von 3.52 auf f und f . «
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3.54 Definition/Satz Eine Menge K heil3t x-projezierbar, falls es Funktionen o x und
u X gibt, sodass der Einschluss der Graphen gerade K ist.

b%

o(x)

u(x)

~m
et

Sei
M2

D -endlich, ° R, ° B R, ‘das Lebesgue-Borel-MaR auf R und

Sindu;o:M ¥ R messbar, u o0 auf M, so gilt,
K Xy 2 "' x2M~ux Yy ox 2 0.

und fur jede Abbildung f : K ¥ Rist ¥ x;

uXx ;ox ¥ R messbar fur
festes x 2 M. Ist weiter

(0] 1
Z VA
8 f Xy doygd X <1;
M u X ;0 X
sogilt ¥ 2 Ly K; \ K; 0 « und
0 1
Z Z Z
fd 0 B fx;ydoygd x:
K M
u x ;0 X
, s N« : 1o k. ko1
» (@) SeiR n2N an ;an i »dann gilt an ;an i 2 und
X E 1
I ak;ak 1;ak =
k 1n 1] Iﬁ{7 k}

fx;t :x2M;t oxg
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7 /
alorT—7
| AY L AY
L) \ ]
X
(b) Rest folgt aus Fubinit mit z.B.,
Z Z
f d 0 . F okd 0
K o] 1
Z gZ
f x;t it d 0t§d X
rC g vilal
M X u X ;0 X t
(0]
Z Z
8 Fxit d'tRd x: «
M u X ;0 X

3.55 Bsp Kegel, K : X;y;z 2R®:0 z 3undx? y?2 2z2.
Sei das Lebesgue MaR im R3, wir betrachten K als,
q___
K x;y¥;z x? y?2 9~ x2 y2 z 3 ;
dann ist
(0] 1
Z Z B
zd 3 5 zdlz§d2x;y;
K |

x2 y2 9 x2 y?

da fur stetige Funktionen auf kompakten Intervallen Lebesgue- und Riemann-
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Integral Gbereinstimmen, ist

Z
% 9 x? y?d ? x)y
x2 y2 9
2 "gx n
soa L 8 9 x? y?d ? ygd 1 x
2 3 pg %2
B =7 B
% 9 X%y %y3 :,gxxz %g 9 x2%2d ! x
3 3

Substitution: x 3sin*; dx 3cos~*d”,

2 & 2., =
3 9cos? = ¥23cos = d~ 534 cos* 7 d~

Das letzte Integral existiert also und ist endlich, wenn wir die Gleichung nun
“zuriickgehen” sehen wir, dass alle Integrale existieren und endlich sind.

Das berechnete Integral beschreibt im Ubrigen das Tragheitsmoment des Krei-
sels bei Rotation um die z-Achse.

3.56 Definition Seien U;V  R. Eine Abbildung :U ¥ V heiBt CX-Di Ledmorphimus
(k 1), falls bijektivund ; ! beide CK sind.

3.57 Bemerkung. Der Satz tiber Umkehrabbildungen besagt, dass ftr eine Abbildung
2ClU 1V ;x 2U mitdetD Xg 0, eine Umgebung U Xg U exis-
tiert, so dass

(M U x, Injektiv,
(i) U %o oclenq,
(iii) 12¢cl! Uxy TUX ,

(ivv D 1 xo D xo &
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358 Satz SeienU;V R"oled, 2C! U IV bijektiv, dann sind aquivalent,
(i) ist C! Di[edmorphismus,
(i) detD 0 auf U.

3.59 Transformationssatz SeienU;V R"oled, :U ¥ V ein C!-Di [@@morphismus,

A U messbar, dann gilt
Z Z

fd " f detb d ";
A A

falls¥: A T 0;1 messbaroder f 2 L; A; \ A; A -

360 Bsp SeiU 0;1 0;2 ;V R?nfx;0 :x Og
o1 O 1
.@rA @rcos’A

" * 7 rsin-*

(0] q—— 1
01 g x? y?
1.@%A | Eiarccos szx—yz ; Yy O;E
Yy
2 arccos sz’(:yz 2, y<o0
¢ Yy
[0)
7\
.............. V
U
r X
Die Funktionaldeterminante von ist,
. cos ~ rsin” 2. 2.
detD r; r cos sin r >0;

sin 7 rcos ”
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3.61

dar 2 0;1 .Damitist reguldrin U, also C1-Di [edmorphismus und es gilt,
z z z

fd L detD d f rd ;
v U U

falls ¥ geeignet. V entspricht dem R? ohne die positive reelle Halbachse R , das
Integral soll jedoch tber den ganzen R? berechnet werden. Jedoch ist R als
Teilmenge des R? eine Nullmenge, denn

2 fx;0 :x Og 2 0,1 fog 1 002 ' fog O
2 fx;2 :x 0g O

Daher gilt fur das Integral,

Z Z
fd f d r;~
R2
[0 B 0;2
A Z
Fubini frcos?;rsin” rd” dr:
r 0”0

* ist anwendbar, falls ¥ messbar und positiv oder £ 2 L;.

Wir wollen nun damit erneut das Tragheitsmoment des Kegels aus Beispiel 3.55

berechnen,
Z 1Z
zd 3 ER x? y?d ® xyy
K X d/ 9 1
1 B 4 1 3
= B 9 r2rd”Xdr ~r?2 Zrd
2 0
ro o
34 34 3
2 4 4

Wir sehen also, dass die Koordinatentransformation oft schneller und eleganter
ans Ziel fuhrt.

Bemerkung. Satz von Sard Sei 2ClU I R" K: x2U:D Xx 0.
Dann ist K 0. —

Dadurch kénnen wir den Transformationssatz verallgemeinern, es muss also
nur vorausgesetzt werden, dass 2 C' U TV und ,« injektiv.
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3-1 LP-Raume

3.62 Vorbemerkung. Istf: ; ; ¥ C, so definieren wir,
z z z
fd Refd i Imfd:

Satze, die die Anordnung von R nicht benétigen, also insbesondere die Satze
von Lebesgue und Fubini, gelten auch fur diese Funktionen.

Wir schreiben nun K, wenn sowohl R also auch C méglich ist.

3.63 Definition Sei f : D ¥ K messbar.

1) Furl1 p<A1,sei

z p
Np f : fPd ;

denn £ P P f ist messhar®.

2) Furp 1, heil3t

N1 £ : infc2 0,1 : F c -fi. : esssup f ;

wesentliches Supremum von f.

3.64 Korollar 1) Fir1 p 1 gilt,
(i) 0O NpFf 1,
(i) No £ j jNg f fur 2C.
2) f N1 f -fa.

3) N f g Nq f N1 g.

» 1.) O [ensichtlich.

SWir setzen 1P 1
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2.) per definitionem gilt f N1 " -fi.; 8" >0, alsoist

12 . f1 >=N;pf
(0] 1
L 1
12 . >N, F —
n2n | {z n,
0; nach Definition von N1

. 1
lim "2 f 1 >N, Ff — 0:
ntl n

3) f g

f Ll g 1 Ni F N1 g f.0. «

3.65 Definition p;q 2 1;1 heien konjugiert, falls sie eine dieser Bedingungen er-
fallen,

() p;g Lund 5 1,

1
q

(i) p 1,9 2dloderp 1;9 1.

Wir werden sehen, dassp g 2 ein wichtiger Spezialfall ist.
3.66 Satz Seien f;g: ; ; ! K messbar.

1) FUr 1 <p;q <1 und p;q konjugiert, gilt die Holdersche Ungleichung,

z z o Z 1
fg d P g “ :

[—z—3} | {z }
N1 fg Np ¥ Ng g

2) Fiurl p < 1 giltdie Minkowski Ungleichung,
z z 1=p z
f g P £ p g P e
! {z o {z }
Np F g Np ¥ Npg

» 1) (a) Wir betrachten zunéchst die Sonderfalle.
Ist Np T 0,dannist ¥ 0 -f.i. alsoauch fg 0 -f.i.und
damit folgt N; fg 0.

IstNp ¥ >0und Nq g 1, dann folgt die Behauptung trivialer-
weise.
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(b)

Seinun0O<Np f ;Ngg <1.

Wir wollen uns auf den Spezialfall,
Z
Np F lund Ng g 1D fg d 1;

zuruckziehen, denn fur beliebige F; g ist,
1 !
f g

N 1, N 1,
P Np F 9 Ng g

und damit folgt,

Z Z
f g 1 1

d
Np f Ng g Np F Ng g

Hilfsungleichung:

Seien 0 < x;y < 1, dann existieren u;Vv 2 R, so dass

1 1
x ery eaV:

Die Abbildung t , et ist konvex, setze nun %, dann ist %

und daher gilt,

1, 1 1 1
e
Xy |p {z

1

fg

Somitistx y  5xP %yq fur x;y 2 0;1 . O [Edsichtlich gilt

die Gleichung sogar fur x;y 2 0;1 .

(d) Wir zeigen nun den Spezialfall, indem wir tber die Hilfsungleichung

integrieren, sei also Np T Ng 9 1,
Z Z Z
1

1
f = fPd 9d
g = g

T+

q
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2) Fir p 1 ist dies gerade die Dreiecksungleichung fir das Integral. Sei
nun 1 < p < 1, dann gilt ohne Einschrankung Np ¥ g > 0 und
Np T ; Np g < 1. Esgiltalso

n 0
f g 2max f ;g P 2Pmax fP; gP

2P fp gp

alsoist N, ¥ g < 1.Es folgt daher,
Z Z
Np f gP f gP°d f g f gP'd
z Z
f f gP'd g f g”'d

NofNy f gP' NpgNy, F gP?
z

1
No f Npg f g°°f :

p und g sind assoziert, es gilt daher % p 1,

0 Z 1 1p:q

B
Nof Npg @ f gP A
P
Np F Nog Npf g a:
Nunist N, ¥ g < 1 also gilt auch
P
Nof gPa NpF Npog;
und p % 1. «

3.67 Korollar 1) Fir1 p;q 1 konjugiert, gilt

N1 f g NpFfNgg:

2) Furl p 24 qilt,

No ¥ g Npf Npog: 7
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3.68

3.69

» 1) Wirmussen nochdenFallp 1;q 1 betrachten, doch hier ist
Z A

Ny £ g d f 4 g d:

f
123
kfk,joj -f.

2) Fiurp 1 siehe 3.64. «

Korollar Seil p 1, dannist

n o
Lk ;o : T !R:fistmessbarundef <1 ;

ein Vektorraum uber R oder C. Np, ist eine Seminorm auf LP  ; ;

Streng genommen ist LP mit der gewohnlichen Addition kein Vektorraum, denn
es sind auch auch Funktionen zugelassen, so dass auf einer Nullmenge gilt
f 1 lundg ¢ 1 unddannist ¥ g nur -f.0. definiert.

Dariiber hinaus ist LP aber auch kein normierter Vektorraum, denn N f 0
impliziert lediglich, dass f 0 -f.0. und nicht, dass T die Nullfunktion ist. Wir
kénnen dieses Problem aber mithilfe des Faktorraums lésen.

Definition Seil p 1, dannist
n ~ o n o
N : f: TK:Np T 0 f: T K:f 0 -fi. ;
ein Unterraum von LP.

f gaf g2N;

definiert eine Aquivalenzrelation auf LP. Seien ¥ die Aquivalenzklassen mit Ver-
treter £, dann ist

LP f :F2LP LP=N;

ein Vektorraumund f Np ¥ eineNormfur £ 2LP. ~

b’
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3.70

3.71

3.72

Bei Elementen in LP handelt es sich also um Vertreter einer Aquivalenzklasse.
Aussagen die fur die Aquivalenzklasse f gelten, gelten daher fur einen Ver-
treter f stets nur -f.0.. AuBerdem muss man beispielsweise bei Widerspruch-
sargumenten darauf achten, den Widerspruch fur die ganze Aquivalenzklasse
herbeizufihren und nicht nur fir einen einzigen Vertreter.

Wir wollen nun die Aquivalenzklassen untersuchen. Dazu schreiben wir im Fol-
genden LP bzw. LP fur LP ; ; und meinen mit f stets die Aquivalenz-
klasse f .

Bemerkung. Jede Klasse f enthélt ein Element fmit f <1 auf ganz

Besonders sind wir daran interessiert, ob jede Aquivalenzklasse ein stetiges Ele-
ment enthalt und wenn ja, ob dieses eindeutig ist. Die Eindeutigkeit ist wie des
Ofteren eine leichte Angelegenheit.

Satz Sei R" oled und f;g 2 C \ LP und £ g b 0, dann ist
1 g auf ganz . Insbesondere enthilt jede Aquivalenzklasse hochstens ein

stetiges Element.

» Seien ;g wie vorausgesetzt und f g 0, dann ist ¥ g -fi0.. An-
genommen es gibt ein 1 2 mit ¥ 1 g ¥ , dann gibt es aufgrund der
Stetigkeit von ¥ und g auch eine Umgebung U R™ von ¥ auf der f und g
verschieden sind. Aber U ist o el in R™ und nichtleer und daher gilt U 0,
ein Widerspruch. «

Fur die Existenz missen wir jedoch bestimmte Voraussetzung an die Aquiva-
lenzklasse tre [en. Dies Uberschreitet jedoch den Rahmen der Vorlesung, wes-
halb wir den folgenden Satz nicht beweisen werden.

Sobolevsche Einbettung Sei £ : R™ ' R mindestens %-mal “schwach di [erkn-
zierbar” und alle Ableitungen in LP R" , dann ist  stetig, d.h. £ enthalt ein

stetiges Element.

Satz 1.) Seien <1,1 p® 2 und f 2L, dannist ¥ 2 LP

1
und es gilt f P f

p
1
P i po-
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2) Seien1l p<p’ 1,dannist
LP  nL” s
LP’ nLP I
3.) Seien N; PN; M cardMund1 p p° 1,dann folgt
P PN P T
» Der Beweis sei als Ubungsaufgabe tberlassen. «
3.73 Satz von Fischer-Riesz Furl p 1istLP ein Banachraum.

» 1) Seip 1 und f, Cauchyfolgein LP . Setze

An 12 . I > fn 4
Bk;|i 12 . | fi 1 > fx 1
dannist klar, dass An Bk 0. Ebenso ist,
LC
E An [ Bk|1
n2N k;12N

als Vereinigung abzéhlbar vieler Nullmengen eine Nullmenge.

Far ¥ 2 nEqgilt fc ¥ fi v fk 4 ¥0fiurk;1 ¥ 1,dh.
fk ¥ ¥ f ¥ gleichmaBigauf nE. Setze
8
2Iimfn . 12 nE;
fu >n!
-0; 1 2E;

dannist rI]lln"i fa I -f.0. also messbar und es gilt,

fn ! f1I r’!1il!"n:l_ fn ¥ fm I n|1iEnl fn fmn <"

firn N-und ¥ 2 nE.Damitist f, f <"undf f,2L%

Insbesondere ist £ {zfr} f,2 LT

211
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2) Seil p<21lund f, Cauchyfolgein LP.

INTS

wahle ny mit f,, i o <3 firm>ny ny>nymit f,, i <

fir m > n, usw., dann ist
1 .
?.

(a) Grenzfunktion ¥ konstruieren:

fnk fnk 1

X

on ¥ : fn, I fao, 1
k1
X

gl : fr, ¥ o, ¥
k 1

P P
Dannist gn , o fo, Toes p ) 12in<1uno| es gilt,

0 gn"gD0 gh"g"

und gP ist messbar. Wir kénnen also den Satz der monotonen Kon-

vergenz anwenden und erhalten,
Z Z

gp gfd lm gn”d limognp L

gn konvergiert daher  -f.0. absolut und daher konvergiert auch
Tn, Tn, k gegen eine messbare Funktion und es gilt,
X

fnl 1 fnl fnk 1 fnk )
k 1

£u.Sei F  lim Fp,.
[ R

(o) Zeigef 2LPund f, £ [ ¥ 0.

p

Sei">0; N2Nmit f, fn , <" furn;m >N, dann besagt das
Lemma von Fatou,

z z
f, ) f, fPd lim f, f, Pd
z 171
liminf  f, f, °d liminf f, f, °
LS LS p
"p.
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Alsoist f T, 2 LP und damit folgt f T {zfr} IEE} 2 LP. «

2Lp 2Lp

3.74 Satzvon Weyl Seil p 1 und f, Cauchyfolge in LP. Dann existiert ein
f 2 LP und eine Teilfolge f,, so, dass

fn £ T0undf, %f -fiu:
» Ergibt sich aus der Konstruktion im Satz von Fischer-Riesz. «
3.75 Satz Seil p<1.
1.) Far eine einfache Funktion s gilt,

s2LP a fr2 :s1 Og <1:

2) fs2LP . s ist einfachg liegt dicht in LP.

» 1. Ubung.

2. Sei zunachst ¥ 2 LP und ¥ 0. Dann existiert eine Folge s, einfa-
cher Funktionen mit0 s; s :::undsp Y f.f majorisiert s, und
f sn, es gilt daher s 2 LP sowie,
Z Z

P im lim f s, d O Ff s, Pd
ntl ntl

r!i!rri T snp
Fur allgemeines f betrachte ¥ und f .

3.76 Ausblick Seil p < 1. Dann liegt

CIR": F2C1TR"1IC :suppf ist kompakt ;

dichtinLP R" .
3.77 Bemerkung. L2 ist Hilbertraum mit dem Skalarprodukt,
z
L fgd ;
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d.h. vollstéandig beztglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm,

q__
f f; f | P

Dabei erftllt die Holdersche Ungleichung,
Z
;g fg d .05,

die Cauchy-Schwartzsche-Ungleichung.
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4 Volumen und Flachenintegrale,
Vektoranalysis

4-A Mannigfaltigkeiten

4.1 Definition 1) Eine Menge S  R" heilst k-dimensionale Mannigfaltigkeit im
R", falls zu jedem x 2 S eine in der Spurtopologie o [Lede Umgebung U X

auf S und ein Homéomorphismus  : Klk 0 T U x existiert.

x;U X heil3t Karte.

2.) Eine Menge,

AS . xj;ij 1 J N Uj 1 j N

S
!\'j Uj S heilt Atlas von S.

mit
3.) Sistvonder Klasse m2 Np S2C™ | fallsein Atlas A S existiert, so dass
alle j C™-Diedmorphismen sind.

42 Bsp SeiS x2R%:jxj 1 ,sowie
]
12 Y1, Y2 Yu,¥2, 1 yT Y5 o,
g
34 Y1,Y2 1 y? yiyuys ;
q_
s6 YUYz  Yu 1 yi yiy:

dann hat A'S genau 3 Elementeund S 2 C1.
Alternativ kann man Kugelkoordinaten zur Beschreibung der Flache verwenden,

(0] 1
COS 7 Cos#

ToH Bsin z cos#§

sin#
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4.3

4.4

4.5

faro ~ 2 ,sowie 5 # 5.HierstofRen wir jedoch zunachst auf Proble-
me. Erstens ist der Definitionsbereich von  keine o [ede Menge und zweitens

ist nicht bijektiv, denn bei # 3 ist  nicht eindeutig.

Trotzdem eignen sich die Kugelkoordianten fur Berechnungen, denn wéahlt man

0< ” <2 und < # < 3, dann ist der Definitionsbereich o [ed und

2
bijektiv und es wurden lediglich Nullmengen entfernt.

Bei Mannigfaltigkeiten mit Rand wird ein halber Einheitskreis mit Rand zur Pa-
rametrisierung verwendet.

Definition 1) S R" heilt k-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand k 2,
wenn es zu jedem x 2 S eine S o [ede Umgebung U x und ein Homoo-
morphismus x existiert mit,

k

x: K;7 0 U x; oder; x - Ky

mit K< 0 K
definiert.

0 \fx : xXx 0g. Der Atlas von S wird analog zu 4.1

2.) x 2 S heift Randpunkt von S, wenn ,! x 2 Kl';( 0 \fx : xx Og.

@S, der Rand von S ist definiert als die Menge der Randpunkte von S.

Bemerkung. Die Festlegung x 2 @S hangt nicht von der Wahl der Karte ab, denn
seien 1;U; ;  2;Ux Kartenund x 2 U3\ U, so bildet 11 > innere Punkte
auf innere Punkte ab.

Satz Sei S k-dimensionale C™-Mannigfaltigkeit mit Rand, so ist @S eine k 1-
dimensionale C™-Mannigfaltigkeit ohne Rand. Insbesondere gilt,

ees :: 7
. m k
» Seien X 205, x2CMK;: 0 IS,
x X Kllf 0 \fx:xg Og;

dannist ~ 2Ccm Kl‘f 1orux \ @S ein C™M-Di [edmorphismus. «
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4.6

4.7

Bsp Eine einfache Mannigfaltigkeit ist eine geschlossene Kurve im R".

Die Definition erlaubt eine Uberlappung von Karten, bei denen  einen gegen-
laufigen Durchlaufsinn hat.

Orientierung des Raums ZweiBasen bi;:::;bn und ci;:::;¢cn des R™ heillen
gleich orientiert, falls
X
bj jiCi; und det ji >0
i1

oder aquivalent,

X
ci ijbj; und det ; >0: ~
jo1
. - H 1
» Die Aquivalenz sieht man sofort, da det jj det . €
ij

Definition/Satz Seien S eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, 1;U; ; 2;Us
zwei Karten und x 2 U; \ U,.

Der Tangentialraum in Xg ist der lineare Raum,

2
Txo: Span —— zpo ;:::,—— Zo
Z

» Tx, ist der Aufspann der Spaltenvektoren in D 1 yo . Nun ist 1 ein cl-
Di [edmorphismus zwischen U Xg und Klk Yo und daher hat D yp maxi-
malen Rang also k. Dies kann man auch so sehen,

idy .t 1K
Die Kettenregel besagt nun,

ldc D ;' 1Yo D 1VYo;
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und Idk hat Rang k, also haben die Faktoren auf der rechten Seite beide mindes-
tens Rang k und damitistrgD 1 Yo k.

Daher sind die Spaltenvektoren in D 1 Yo linear unabhéngig und Ty, hat die
Dimension k.

Tx, ist auch unabhéngig von der Wahl der Karte, denn seien Dj i T Ui\, ,
dann sind D1, D, o [ed und 11 2 ist ein C! Di [edmorphismus zwischen D5
und D1. Somit kann man die Basisvektoren bezlglich 5 als Linearkombination
von Basisvektoren beziglich ; darstellen,

@ > s 1
az; Zo az; 1 2 2o
X e ,*
o 1 l1 5 Zo 1@ : 2 j Zo0
i Yij Zj
X @ 1 e ' 2 j
i Yo ij 2o
i1 ey ! 0z;

Da beide Raume die gleiche Dimension k haben, sind sie gleich. «

4.9 Orientierung von Karten Sei S eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit.

1.) Zwei Karten 1;U1 ,  2;Uz heiBen gleich orientiert, falls

det

far ein zo 2 D2 21 U, und damit far alle z 2 D,. (Die Determinante
hangt stetig von z ab und ist immer  0).

Zwei Karten heiflen kompatibel, wenn sie gleich orientiert sind oder U; und
U, leeren Schnitt haben.

2.) Ein Atlas hei3t orientiert, wenn alle Karten paarweise kompatibel sind.

3.) Eine Mannigfaltigkeit hei3t orientierbar, wenn sie mindestens einen orien-
tierten Atlas besitzt.
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4.) Zwei orientierte Atlanten A’ 'S und B S heiBen kompatibel, falls der Atlas
CS : AS [BS orientiert ist. Dies definiert eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der orientierbaren Atlanten. Eine Aquivalenzklasse ist eine
Orientierung von S.

Lemma Eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit hat genau zwei Orientierun-

gen.
» Der Beweis ist eine gute Ubung. «

4.10 Erganzung zu 4.3 Im Fall k 1 seien,

k

K, L1 K 01 KK 1;0 :

S R"™ heif3t 1-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, falls zu jedem x 2 S,
eine Karte  «;Uyx existiert mit,
x: 1;1 ¥ Uy; oder x: 0;1 ¥ Uyx; oder x: 1;0 1 Ug;

und die tbrigen Voraussetzungen von 4.3 gelten.

k

X hei3t Randpunkt, falls  : Ky ¥ Uy und Xl X 0. ~

4.11 Bsp 1) S ft 1;1;1 :0 t 3gisteine1-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit
mit Rand und den Karten,

1: 0,1 ¥S:y , 3y 1;1;1 ; U, ft 1;1;1 :t2 0;34g;

2: 1,0 ¥S:z,3z 1 1;1;1; U; ft 1;1;1 :t2 0;34g:

Damitistf 1;U; ; 2;Uz g Atlas und es gilt,

@z

also ist der Atlas orientiert.
Falls ,: 0;1 ¥S;z .31 z 1;1;1 ,dannistAS f 1;U; 20,0
ebenfalls Atlas aber nicht orientiert, denn

1
@ 1 2

z 1<0:
@z

140



n )
2) SeiS X1;X2;X3 X2 x2 170 xz 2 ,dannistS orientierbar

und @S sind zwei disjunkte Kreise. Durch eine Orientierung von S wird
auch eine Orientierung von @S induziert (vgl. 4.12)

3.) Das Moébiusband ist nicht orientierbar.

4.) Die Kleinsche Flasche ist ebenfalls nicht orientierbar.

4.12 Definition/Satz Sei S orientierte C1-Mannigfaltigkeit der Dimension k 2 und
A S orientierter Atlas. Durch die Konstruktion 4.5 wird ein orientierter Atlas
A @S gegeben. Die dadurch definierte Orientierung von @S heif3t vertraglich mit
der Orientierung von S.

» Karten auf @S werden durch,

1 fy; 0gr 2 fz, Og’

gebildet. Dannist U;  U;\@Sund 0, U,\@S,sowieA @S f 1;0,; 20,0

Zeige,dass 1;0; und ;0. kompatibel sind.

Sei .t 2. Wir wissen, dass A S orientiert ist, d.h. detD > 0. Da
Randpunkte auf Randpunkte abgebildet werden, gilt

iz O ot D@ «k 2o 0;j 1;::5;k 1
iz >0 >0 DOk kzo O

Damit gilt fur die Funktionaldeterminante,
(e} 1

detD zp det 1 Zk@k hzo detA:

—}
0
0 ::: 0 @k k 2o

Nun ist aber detD zg > 0, also sind auch @x k zo > 0 und detA > 0. Also
gilt,

Zo >0: «
10j k1

det
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413 Bsp Seik n 2undS K° 0 R2

(i) Ist A'S Atlas, der U mit Xg;Xo X1;X2 ; U Kl2 0 enthalt,
so ist die Orientierung von @S gegen den Uhrzeigersinn.
(i) IstA S Atlas, der ;U mit xi;X2 x1;%z ;U K2 0 enthalt,

so ist die Orientierung von @S im Uhrzeigersinn.

4.14 Definition 1.) Eine sttickweise C™-Mannigfaltigkeit S der Dimension 1 ist eine
C° Mannigfaltigkeit der Dimension 1, die nach entfernen endlich vieler
Punkte in endlich viele C™ Mannigfaltigkeiten zerfallt.

2.) Eine stickweise C™-Mannigfaltigkeit S der Dimension k (k  2) ist eine
CO-Mannigfaltigkeit der Dimension k, die nach entfernen endlich vieler
stickweiser C™M-Mannigfaltigkeiten der Dimension k 1 in endlich viele
C™M-Mannigfaltigkeiten zerfallt.

4.15 Bemerkung. In der Definition von Manngifaltigkeiten kann statt Klk 0 auch RK

bzw. W1k x 2 RK : max jxij <1 verwendet werden.
110 k

4-B Der Inhalt von Mannigfaltigkeiten

4.17 Macht das Sinn? 1) ImFall k n ergibt sich der Inhalt,

Also erhalten wir eine positive Antwort.
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2) ImFall k 1 erhalten wir,
q q
viwv detv,; vy hvi;vii  kvik:

Auch hier stimmt der so definierte Inhalt mit dem bereits bekannten Inhalt

Uberein.
3.) Exemplarisch fur Restfalle: k 2;n 3.
(@) Seien v;w 2 R3 konjugiert in x1; X2 Ebene,

vV Vv, 0w owy ;w00

(0] 1
(0] ol Vi Wi
Vi Vv
det viw viw  det@*' 2 Agvz W2§
w; wy O
0 0
(0] 10 1

det@vl VZA@Vl W1A
W1 W2 V2 W2

mit V V1;V2 und W W1, Wy .
(b) v;w allgemein

Wahle n?v;w mit knk 1 und Drehmatrix D so, dass Dn es,
dann liegen Dv und Dw in der Xj; X2-Ebene. Fur eine Drehmatrix ist
D D 1, also erhalten wir,

V3 viw;n? detv;w;n detv;w;n
det viw;n D !Ddet v;w;n
detD ! v;w;n detD v;w;n
det Dv;Dw;Dn det Dv;Dw;Dn

V2 Dv:Dw?2 V2 v:iw:

und vi;:::;Vk einen Rang < k. Dies gilt auch fur das Produkt der Ma-
trizen und somit ist die Determinante des Matrizenproduktes Null.

143



5.) Noch o [ed bleibt jedoch die Frage warum die Determinante immer O ist.

4.18 Korollar Ist S eine Cl-MannigfaItigkeit, ;U Karte auf S, Xo 2 U und yp :

1 xo , soist,

q
det D X9 D Xxgo ;

der k-Inhalt des Parallelepipeds das von den Tangentenvektoren,

LI B
Oxg 70T ek 70

aufgespannt wird.

4.19 Definition Seil k nundD RXolen, » 2C! D ¥ R" injektiv. Fur die
k-dimensionale Manngifaltigkeit im R",

S: Ty 1y2D D ;

ist,

Zq Z
vks: det D” D~ d :
D D @yi @yj iij

der k-Inhalt von S.

Spezialfalle k 1,

V1 : LlLange;

V 2 . F Flache;

vV "™ : V Volumen:
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(0] 1
@R cos tA.

4.20 Bsp 1) D 0;2 ;7 t Rsint
sin

Der Kreisumfang betragt daher,

~ Y

Z2 - RsintJ-
vi=Dp ilv!det Rsin:Rcost @ Adt
0 Rcost
ZZ
Rdt 2 R
0
0 1
n 5 5 o
2) D YuyYz2 (YD Y3<1,7 yiiy2 5 \Z §
2y1 3
V. O 1
g o 177 o y—o—t
z g 10 2 z 4 0
vZ D Hdet@ Ago 1§dy ’ﬂdet@ A
1 1
2 0
P— p—
5 D 5 :

421 Bemerkung. Seil Kk nundD RKkolen, > 2C! D 1 R" injektiv, 2

C!D?Y!' D bijektivund D R"olen, soist
n )
s: = 1z :z2 D > D

die selbe Mannigfaltigkeit wie in 4.19 definiert. Es gilt
q

v"s det @, ~ 1z @, ~ 1 7z dz
D
Zq
det @; ~ oy 0, ~ oy det@y y dy
2°r
det 6.~ y 0y ! y ;7 y @y *? y det@y vy
zDS
> 1 - 1
o det @7y @y Yy e:”y @y Yy det@y vy
7 s
1 1
5 det @y \4 0, ~ N 0z~ \4 @y \4 det@y 4
Z"q

det 6,7 y ;7 y dy

und dies entspricht gerade dem k-Inhalt aus 4.19.
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4.22

4.23

4.24

4.25

Definition Seien die Voraussetzungen wie in 4.19, dann ist das Integral von ¥

Uber S definiert durch,
Z Z a

fdv K : f "y detD-y D~y dy:
s D

R
Insbesondere gilt, V K S : g1dv kK. ~

4-C Physikalische Integrale und Di Lerkntialformen

Vereinbarung. Im Folgenden seien O;D R" oled, ~ 2 C! D I O injektiv
unddet Dy D” vy OaufD,S = D eine C!-Mannigfaltigkeit.

Definition Sein 3;k 1undF 2C O ¥ R . Dann ist die Arbeit langs S im
Kraftfeld F gegeben durch,
Z

A hF; toi dV 1
S

Z el >0 +C]
F oy, —Y ‘det ~ 2 ... "Ly 24
Y i3 et "1y ny )%
ab Yy
z
F 2y:;?'y dy
ab
z 0" 0" 0"
1 2 3
o7 F, = Fs = dy :
b oy 2 Yy ° Yo

mit dem Tangenteneinheitsvektor to.

Achtung. Andert man die Orientierung von S (geht man “riickwérts”), so andert
sich das Vorzeichen von A.

Definition Sei n 3;k 2undV 2 C O ¥ R" . Der Fluss von V durch die
Flache S ist definiert durch,
Z
F: hV:ngi dv 2
z°* +
0~ e~
7 —————det D~ D~ d
D @y1 0@y e @ Y y ¥
7 Oy1 0y2
07273 07371
\Y z det ——— V. z det Vi z det
o 1 Yy oy 2 y oy 3 y

mit dem Normaleneinheitsvektor ng.
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4.26 Definition Sei n 3; k 3und 2 C O ! R.Diein S verteilte Masse mit
Dichte hat die Gesamtmasse,
Z Z
@ Ed

M dv 3 = det— dy: ~
s D Y oy Y

4.27 Definition 1.) Eine DiLerkntialform der Ordnung k in O oder kurz k-Form in
O ist eine Abbildung,

I : k-dimensionale Mannigfaltigkeiten in O @ R;

symbolisch gegeben durch
X X
1 Tl ai, i, dXi, N dXiyg
ip 1 ik 1

wobei die a;, i, stetige Abbildungen auf O sind.

Wir definieren,

Z Z
x"'xa- wie Y det 0 Tttt 7
s o frti ey

-
w
-

Aus Kompatibilitdtsgrinden sei fir k O und S fxq;:::;%g endliche
Menge, ein O-Form eine Abbildung O T R gegeben durch,

2.) Eine k-Form ist von der Klasse C™ m 2 Ng, falls aj,...q, 2 C™ O I R

sind.
428 Bsp Siehe 4.25:V2C O I R" |
L] V1 Xm N dX2 Vo dXz ~N dX3 V3 dX]_ N dXz;

dann ist der Fluss durch S gegeben als F S 1S,
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4.29 Korollar Fallsk 2 und,
I ax dxj NN dig

undes gilt j;I miti; 1, dannist ¥ 0,d.h. ¥ S 0, fur alle k-dimensionalen

Mannigfaltigkeiten S.
Insbesondere ist dx; ™~ dx; 0. ~
» In der Funktionaldeterminante treten zwei identische Splaten auf, also gilt

@,il .....
oy

det

4.30 Lineare Struktur Sind ¥, ¥, k-Formen in O und c;;cs 2 R, so ist die k-Form
ci Y3 c» U, definiert durch,

c1¥;, ¢c¥, S : c1¥1S co¥, S

Dann gilt,

cp14, S c¥, S Ciai, i, det

cobi, i, det dy:

Damit bildet die Menge der k-Formen auf O einen linearen Raum Uber R.

4.31 Korollar Fallsk 2 gilt dx; ™ dx; dxj ™ dx;.

» Wir betrachten dazu die Funktionaldeterminanten,

det — dmecc WL
4.32 Bsp Sei ¥ 1dx; M dxo 1dx, ™ dxi,dannist ¥ 0.

Diese Situation ist nattrlich unbefriedigend, da man fir die k-Form 0 zahlreiche
von O verschiedene Darstellungen findet. Wir wollen daher “gute Koordinaten”
einfihren, so dass wenn alle Koe [ziehten der k-Form positiv sind, auch das
Integral einen positiven Wert ergibt.
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4.33 Definition Es sei Iy i;:i ik mitl i <y <:::<ix Dann heil’t | wach-
sender Index. Sei

G K fl : Iy wachsender Indexg;
die Menge der wachsenden Indizes. Wir schreiben

dx; @ dxj, NN dxe

Eine solche k-Form heiRt k-Grundform im R".
P
4.34 Satz 1) Ist ¥ a dx; O,sofolgta; Oftrallel 2 Gk,
12Gk

2.) Jede k-Form in O besitzt eine eindeutige Darstellung

X
1 a, dx;;
12Gk

d.h. a :1 2 Gk sind Koordinaten von .

Die Abbildung ¥ , a; 2 GK ist linear und bijektiv als Abbildung von
der Menge der k-Formen auf O auf die Menge der E -Tupel von stetigen

Funktionen auf O.

» 1) Sei ¥ 0. Angenommen 9x 2 ;g2 GK: a;, Xo >0.Wahle =0,

SO daSS
a X0 —a X
I I 1
o] 2 [¢]

R

furx2U Xxp .SeiD Kk o Ty Xo Yij€jk, wobei lg J1;0 0 Jk
jo1
dann gilt
1
det @ i T o
ey

fur 1 i < D < ik nund 1i1;:::;0k lo. Da fur i} 2 Ng mit
ik logilt,

,il X0 iy konstant;
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ist mindestens eine der Spalten 0. Daher ist

det detE 1,

A%
%)

a, 7y dy >0
D

2.) Die Eindeutigkeit folgt direkt aus 4.33. Um die Existenz zu zeigen, sortiere
alle Summanden so um, dass die Indizes aufsteigen (d4ndert lediglich das
Vorzeichen). «

4.35 Nachtrag Ist ¥ eine k-Form in O und sind S >0 = O zwei gleich ori-
entierte Darstellungen der k-dimensionalen Mannigfaltigkeit S, soist ¥ S unab-
hangig von der gwahlten Darstellung.

» Mit Kettenregel nachrechnen, wie in 4.21. «

4-D Rechnen mit Di Cerkntialformen

4.36 Multiplikation 1) Sind k;1 1und

X
LT a, dx;;
12Gk
X
L) deXJ
J2Gk
so ist
X X
LA P} a|bJ(jx|’\(ij;
12Gk J2Gk

eine kK I-Form. Das Produkt von ¥, und ¥ ,.

2) ImFallk O,also ¥; F

X
LI W f 1, f deXJ:
J2Gk
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4.37 Satz Die Multiplikation ist assoziativ und distributiv Gber der Addition in beiden

Richtungen,
I, 1, ~Ei3 ;7”03 B, D5
1, 1, I3 LERAN PN ERAN K

» Nachrechnen (Rudin). «

4.38 Di Lerkntiation 1) Falls ¥  f eine 0-Form in O der Klasse C? ist, dann ist
X
dary 0y, T dxi;
j1

die Ableitung von Y.

P
2) Fallsk 1und ¥ a, dx, eine k-Form in O der Klasse C* ist, gilt
12Gk

X X X
dar da, dx @Xi a, dx; ™ dx;:
12Gk 12Gkj 1
Ist ¥ eine k-Form der Klasse C™, so ist d¥ eine k 1-Form der Klasse
Cm 1_ ~
4.39 Bsp (@ Seif2C*O YR ;0 R"und ! F,danngilt
X
de Ox; T dx;:
i1

Sei D a;b und * D S eine C1-Mannigfaltigkeit, dann gilt

Z x
dr s 0T 7y @7idy
ZDil
9 - ydy f "b f "a
> dy y dy

I * b I 7 a T @S :

Wir werden sehen, dass d¥ S ¥ @S allgemein gilt.

151



(b) Seik 3,

1 V1 dX2 N dX3 Vo dX3 N Xm V3 Xm ~N dX2

V1 dX2 N dX3 Vo dX1 N dX3 V3 Xm nN dX21
. . R . ,
Aus 4.25 wissen wir, ¥ S shV;ngi dv 3 jst der Fluss durch S.

de Ox, V1 dXxg ™ dXo ™ dXz  @x,V2dX1 ™ dxz ™ dX3

Ox;Vaz dxg ™ dxo ™ dxz  divV dxg ™ dxe ™ dxs:

Daraus folgt,

4.40 Satz 1) d 1, L) dr,; di¥,.
dc? cdr®.

2.) Sei Y1 k-Form, ¥, eine I-Form der Klasse C1, so gilt die Produktregel,

des,~1, di,~u, LK, ~dry,:

» 1.) Folgt direkt aus der Definition.

2) Sei ¥; adx;und ¥, bjdx;. Aus der Definition folgt,
LA ) a.bjdx|’\de:

Um die eindeutige Darstellung von dx; © dxj zu erreichen, ware noch
ein Umsortieren notwendig, was aber lediglich einen Faktor 1 &ndern
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T, Ox, arbj dxx ™ dx; ™ dxy
0 1
b ¢
by @  @x.a dxk ™ dxAN dx;
K1 o 1

X
1%, @ @, by dxg ™ dx;AN dx

L) lk!l’\d!zi

3) a) ¥ f isteine O-Form, dann folgt,

X
dr Ox; T dxi;

d’u Ox; @x, F dxj N dx;  O;
iij 1

denn nach dem Satz von H.A. Schwartz ist @x;0x,f  @x,0x; T und
falls j > i ist dx; ™ dx;
manden weg.

dx; ™ dx;j, also heben sich die Sum-

b) Seik 1, % a;dx, a ™ dx;, dann folgt
dY da, ~Ndx, a ~d?x,  da ™ dxg;
P
denn d?x; d dx i 0x,1 dx;~dx; O.
d’r 2a, Ndx,  day ~d2x, O
@y nda darnyy 00«
0 0

4.41 1) ¥ xj;dxz kann nicht Ableitung einer Nullform kein, denn

2) ¥ x;dx;;d¥ 0. Rate : %xf ¢ ist Nullform und d 1
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4.42

4.43

4.44

4-E Zerlegung der Eins

Bisher sind wir in unserer Definition von ¥ S davon ausgegangen, dass eine
Karte existiert, die ganz S erfasst. Dies ist jedoch nur ein selten auftretender
Spezialfall. Um die Definition zu verallgemeinern benbtilgen wir ein Zerlegung
der Eins, eine Menge von Funktionen f ;g deren Summe ; ;i X 1 fur jedes
X 2 S. Damit ist es uns moglich, ¥ lokal in eine endliche Summe zu zerlegen und
1 S als Integral Uber die Summanden zu definieren, ohne die Mannigfaltigkeit
S vorher in disjunkte Stucke zerlegen zu mussen.

Lemma Sei K R"™ kompaktund M R" abgeschlossen, sowie K\ M ;. Dann
gilt,

dist K;M inf X y x2K;y2M =>0;
und das Infimum ist ein Minimum.

» Sei Xp Folgein Kund yn, Folgein M,sodass Xn Yyn ¥dK;M.
K ist kompakt, also hat xn eine konvergente Teilfolge X, mit Grenzwert
X 2 K.

Yy Yne Xng Xn s

alsoist yn, beschranktund besitzt eine konvergente Teilfolge yn, ~mitGrenz-
wert y 2 M, da M abgeschlossen ist. Es gilt daher

X Yy IIllrr11 Xny,  Yng dK;M: «

Definition Sei :R"™ ¥ R=C. Der Trager (Support) von ist definiert als

supp : X 2R"M: X O0g: ~

Satz Sei M R" und fO : 2 Ag eine olene Uberdeckung von M mit be-
liebiger Indexmenge A. Dann existiert eine abzéhlbare Menge von Funktionen
j2C1 R"™ I R mit den Eigenschaften:

i) 8j2N;x2R":0 j X 1,
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(i) 83 2N:supp j ist kompaktund es existiertein 2 A : supp
n o
(iii) 8x2M:card jJ2N: j x 0 <1,

i O,

. P
(iv) 8x2M:_1 j X 1.
j

Die Familie  j heiBt Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung O . ~

4.45 Lemma 1.) Die Funktion
8
e 1% x>0
g1 X
?O; x 0

istCT' RI R undsuppg:: O0;1.

2)gax : 011 kxk?® fur x 2 R", dann gitg 2 Ct R I R und
suppgz: K" 0.

1

R
ngz X . Dann gilt zuséatzlich zng3d 1.

3) g3 X

4) Fur >0und x 2 R" sei,

. l X .
X 1 TR9 —
dannist 2ClR"IR; 0; supp K 0, sowie
Z Z Z
d " y Yy gy d vy 1 7
RN R" R"

» Die Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Konstruktion. «

446 Lemma Sei O R™oled, K O kompakt, dann existiert ein > 2 C1 R" I R
mit > 0O,supp ® O kompakt, = x 1furx 2K, —

» Sei %d K;R"nO bzw. 1,fallsO R", dannist0< < 1. Setzte
K : fx2R":d x;K g O;
dann erflllt folgende Abbildung die Behauptung,
z

’X:RnKy X y dy;

denn supp X K x und fir x 2 Kist K x K . supp ” ist be-
schrankt, denn * x O, fallsd K ;x > . «
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4.47 Lemma SeiO R"oled, K O kompakt. Dann existiert ein O° R" o [ed mit
K o o' o. ~

S
» Sei : 3d K;R"nO bzw.  1,fallsO R" DannerflltO°: K" x
xX2K

die Behauptung. «

4.48 Lemma Sei K R" kompakt, fO1;:::;0ng o[ede Uberdeckung von K, dann

0 .
Oj Oj;

" Sy [
beschrankt und K i 105

L
8
» Ki: K\ R™n  O; ist kompaktund K; Oj. Wéhle nach 4.47 0! mit
iz
Ky 0O} ©) 04, dann tiberdecken 0%:0,::::;0n K. Fahre fort mit O,. «

» Beweis von Satz 4.44 a) M ist kompakt.

8
Dann gibt es endlich viele j 2 A mitM O ;. Wahle nach 4.48 OOj
i1

s —
olCedmitM OOJ_ und OOj O ; kompakt. Dann existieren nach 4.46
il
Z,2C*R"IR mit” , O,;supp” ; O kompaktund = ; 1
auf 60j.
Setze fur x 2 R",

o X j1

f ]

8

1 > . .

gﬁjx' i x 0
PIX g

i
0; sonst;
dann sind die geforderten Eigenschaften von 4.44 erfillt, denn
i) 8x2R"8j 1;:::;;N: 0 j X 1,
(ii) Klar.

(iii) Klar, denn es gibt nur endlich viele j.
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(iv) |SDei X 2 M, dann existiertein j 2 Amit 7 ;1 auf 00j also ist
i~ ; lund daher gilt,

X 1 X

j1 1 ijo1

P
@ supp =, bildet jedoch eine Problemzone, denn es ist nicht garan-
it
S
tiert, dpass j dort C1 ist. Wende daher 4.46 auf K M, O j\‘ lOOJ_
supp j 7 ; anund erhalte ~ 2C1R"IR, "~ laufM,0 ~* 1

]

und supp ~ j\‘ 1 OOJ_. Insbesondere ist > 0 in der Problemzone.
n o
Setze ~j 7 j, dann hat ~j :J  1;:::;N alle gewilinschten Eigen-
schaften.
M ist o [en.
n 1° Si
Sei Mj : x2M :kxk junddx;R"nM 7, dannist M i

und die M; sind kompakt.

n o
Fur festes j ist O \ M; ;1\ R"nM;j > eine o[ede Uberdeckung

von M nM; 4.

n o
Nach a) existiert eine endliche Zerlegung der 1 je -k 10Ny be-
ziglich dieser Uberdeckung.
[ & . - Lo
Setze X : j« X . Nach Konstruktion existiert fir jedes x 2 M
j 1k 1

eine Umgebung U X , so dass die Summe in U x endlich ist, daher ist
2CtR" I R. AuBerdsm ist x > 0 fur x 2 M und daher ist
I J2N~k  1;:::;N;j eine Zerlegung der 1.

n

M  R" ist beliebig.

S
M ist Teilmenge von O : O . Nach b) existiert daher eine Zerlegung
2A

der Eins fur O. Diese konnen wir auf M einschranken. «
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4.49

4.50

4.51

4.52

4-F Satz von Stokes

Definition Eine Mannigfaltigkeit S R" heilt kompakt, falls sie als Teilmenge
des R" kompakt ist.

Bsp 1) S; < 2R": kxk, 1gistkompakt, @S ;.
2) Sz K;" 0 istnicht kompakt, @S, ;.

3) S3 fx2R":kxk, 17x; 0gistkompakt,
n o
@Ss x2R":x; 07~x3 : o x2 1 7
Definition Sei O R" ol[ed, S O k-dimensionale, kompakte, orientierte C*-
Mannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas f 1;U; ;:::; wm;Un @

deckung von S. Sei 1;:::; N eine dazugehérige Zerlegung der Eins. Fur eine
k-Form ¥ in O definieren wir,

z z z
X X x 0,y
Y% a, det oy
12Gk Y

dy:
i1 P

Bemerkung. Die Zerlegung der 1 ist endlich, da S kompakt ist, eine endliche

o [ede Uberdeckung ist hierfiir noch nicht ausreichend.

R
Satz Die Definition von ¢ ¥ ist unabhangig von der Wahl der O; und der Zerle-
gung der Eins.

» Seien Oj und j wie vorausgesetzt, O; R"mitO;\S Ujund f71;:::; Tng
die dazugehdorige Zerlegung der Eins.
(0] 1

» 2 X7 oo 'S
1 il @ |A i1 !
j1 Y j1UJ'|11 11j 1 Y
xZ x
@ AT
11 Yo
wobei das Integral Uber U; gleich dem uber Uy ist, dasupp 71 Uj. «
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4.53

4.54

R
Satz Die Definition ¢ ¥ ist unabh&angig vom Atlas A S , solange die Orientierung
nicht geandert wird.

n 0
» Seien A'S und j wievorausgesetzt, A’ S : i:0j '3 1M und
f71;:::; Twmg die entsprechende Zerlegung der Eins.
b & > & S &
il 1§y oL
j1 Y joir 1 Ui 11 U
dasupp 7y j Uj\Tjund j;U; , "1;0, gleich orientiert sind, ist Uj durch

U, nach entsprechender Koordinatentransformation ersetzbar. «

Definition Sei S eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas

A S f 1;Uz1 ;55 NiUn @ Im Unterschied zu 4.3 I§ollen als Definitionsbs—
reiche von j zugelassen sein: K;" 0 oder K" 0 : x2K;" 0 :x; O.
Sei A'S so sortiert, dass 1;:::; | auf Kl;n 0 und | 1;:::; N auf Kln 0

definiert sind. Dann ist

ein orientierter Atlas von @S. Die so definierte Orientierung von @S heil3t vertrag-
lich mit der Orientierung von S.

Istf 1;:::; N~QZerlegung der Eins wie in 4.53, so passt sie auch zum Atlas A @S
und es gilt,
Z X Z X Z
L] T L
@s j1 Uj j1 0U;

far jede k 1-Form Y. Hierbei wird jedes Uj als Mannigfaltigkeit mit Karte
jiUj Dbetrachtet. ™
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455 Satz von Stokes SeiO R"oled, 0 k n 1, ! eine k-Form in O der Klasse
Cl.SeiS O eine kompakte orientierte k 1 -dimensionale C2-Mannigfaltigkeit,
dann gilt

» Seik 1.
Vereinfachung. Sei ohne Einschrankung ¥ adx;, ©::: dX;,.

Lokalisierung. Seien A'S , A @S und die Zerlegung der Eins wie in 4.54, insbe-

sondere sei der Definitionsbereich von 7 Kl'f Yo furj 15l

Z XZ
dr jdu
S j1 Uj
x Z ) ¥ 2
u-d il _ Ox;, j adx; ™ dxg, ™:iidxg,
j1 ) |111 1 {:75 }
O;da j; j 1
XZ
d ;1
i1 Y

z gR
d ¥ @Uj j!’ l J I’
j!
Uj 0, i 1 15N,
dann gilt
z x Z z
de i1 L]
S i1 0U; @s
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d ;I Ox;, ¥ dx;™dxg, NN dxgy
Uj i1 Uj
x Z - TH T gi !
Ox, ja ~j det DI Sk gy
S oo i Y Oviviinyi, Y

Wir kdnnen nun die Determinante nach der 1. Zeile Laplace entwickeln und dann

die Kettenregel anwenden und erhalten,

bt x £ _ . _
1 1 @X' ‘a > y @gl @g|1""’g|k dy
i J J @ @
N ., D \Y% | sz )
: det
It z
11 J8y ja Tjy deti:dy

1

Nun kdnnen wir das Integral mit Fubini tber D und | aufteilen, wobei

8 g
3 1 vy 2;O; 1 I;
| q q
2 1 0y 1oy i1 K 1

und erhalten somit,

o Z Z
1t o I@y ja Tjy det::: dy: *)
Fur das innere Integral Uber | sich durch partielle Integration,
z
ja Tjy det:::j I@y ja Tjy 0y det::: dy

Somit ist der 2. Summand Null und der erste Summand ist nur ungleich Null, ftr

y1 0, also 1,dasupp j Ujunddaher j aufdem Rand verschwindet.
Das Integral hat somit den Wert
z
111! ja Tjy det:::dy
z b
o, ¥ o«
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P
4.56 Bemerkungen. 1) ImFallk 0, ¢ fx,df  @f x dx;.

Vereinfachung:S ~* ab ,8S f~ a;” bg

Z Z, x @,y!
dre GFx Ty dy
S yajl @y
Zb
d
—— f 7 y dy
y a dy 2
f~b f~a L
@s

Orientierung von @S: = b bekommt , * a bekommt

2.) Der Satz von Stokes gilt auch, falls S O abgeschwacht wird zu S O.

4-G Anwendungen

4.57 Satz von GauBR-Ostrogradski SeiS R"™ kompakte orientierte C2-Mannigfaltigkeit
der Dimensionn(k n 1), f2C! S 1 R" . Dann gilt,

z z
divf d fing dv ?;
S @s

wobei r;f divF @:1Ff, ::: @nfn, Noins AuRere von S weisender Norma-

leneinheitsvektor auf @S.
» Wir zeigen nur den Fall n 3. Seien

¥, Ffidx,; ™ dxs;
¥, fodx; ™ dxs;

T3 fadx; ™ dxo;

dannist d ¥ j 13 10, Fj dxa ™ dxz ™ dxsz und es gilt,

z z z

d !1 !2 !3 dinXmAdXZ/\dXQ, divfd
S S S
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n o
Sei j;Uj:1 J N Atlasvon @S, dann gilt

Z XZ
@ 72,73
1 1 L] | E det ————
os 1 2 3 ) K2 0 1 Y oy
i1 '
@ 71,73
f2 75y det ———
ey ;
£ @ "1:72
3 i A\ det T dy
Der Normalenvektor in = y ist gegeben durch,
(0] o i 1
2, 3
gdet @@,y_’ § 0 0"
n det L3 ;
Y 7 oy2 Oys
det By
y——r
¢ e~ @~
n det — —
Y oy oy

z ¢ Z > n +
1, 1, I3 , f~y ;7y ny dy
s j1 Ko ny
XZ
f;ng dav 2 «
jl’ijo

Bemerkung zur Orientierung von n y . S hat besitzt einen orientierten Atlas,
also ist mit den anderen Karten kompatibel, die anderen Karten sind so ori-
entiert, dass dx; ™ dx, VM dxs d und

C )
e @ 6
0y1' 0y2' 0ys
ist rechtsorientiert (detf:::g > 0) und daher ist auch
C D
e 6 o 6
0y2' 0ys 0y2 Qys
D E
rechtsorientiert, also ist @@W @@E; @@? > 0 und @@;yl zeigt nach aulRen, also
@ @ -
auch M @

163



4.58 Physikalische Interpretation
Z
fing dv ?
@s
ist der Fluss durch @S und dieser entspricht nun,
Z
divfd ;
S

dem Fluss aus S hinaus.

Bsp Sei F:R3 1 R3; x , x, dannistdivf 3. Aus jeder Kugel K;*> X, ist der
Fluss
Z
divfd 4

K;™ Xo

459 Greensche Formel Seien >; 2C2 S I R . Dann gilt

7 z
.. (0 .0 2.
d —dV “;
S es @no @no
. 2 ... g2 e~ 7 lim —Xehno X -
wobei @Xl @Xn und oo Dno . LI%%
» Da - > hr; r~ r i, gilt
Z Z
- - d dv r> ~r d
S 5z
GauB h r= ~r :noidv 3
0s
Z
07 .0 42,
es @ng 0no
i 07
dahr”;nol g «

4.60 Integralsatz von Stokes Sei S R3 kompakte, orientierte C2-Mannigfaltigkeit
der Dimension2 (k 1,n 3),f2C! s ¥ R® . Dann gilt
z z
r f;np dv? f;to dv 1,
s @s

wobei tp der Tangenteneinheitsvektor an @S passend orientiert zu Ng ist.
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» Sei ¥ : Frdx; Frdxz F3dxs, dann folgt mit 4.24,
Z Z
| fitg dv 1:
s @s
dr Ox, F1dX1 ™ dXo  Ox,Frdxy ™ dXz  0@x, F2dx; ™ dXx,
@X3f2 dX2 ~n dX3 @X1f3 Xm ~ dX3 @x2 f3 dX2 7~ dX3
@x, T2 Ox,F1 dxg ™M dxz  Ox T3 Ox,F1 dxg ™ dxs

@x,F3  Ox, T2 dxz2 ™ dx3
Analog zum Beweis von 4.57 folgt,
z z
dry rotf;ng dv?2: «

S S

4.61 Bsp

T X1;X2;X3 gxlg

1 O (0] 1 O 1
0 O 0
rotf g@xz g X1 g 0 1 § 5 1§
@xs3 1 1 2
n o
S: X1:X2:X3 xf X2 x2 17”x3 O

Der Integralsatz von Stokes besagt nun, dass
z z

rotf:ng dv 2 fitp dv 1:
S @s

Frage Wie muss man @S orientieren, dass es zu ng passt?

Eine Karte, die die Richtung von ng liefert wére beispielsweise,

qg__
1 XX XiiXe, 1 X2 X3

Uy im q:
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4.62

4.63

Gesucht ist nun eine dazu passende Parametrisierung des Randes. Eine Karte die
den Rand beinhaltet ware,

2 T H# COS 7 COS#;sin ” cos#;sin# ;

U im 3
1 und 5 sind vertraglich, denn

11 2 T # cos 7 cos#;sin 7 cos# ;
sin 7 cos# cos 7 sin# .
D det ::: . i cos ” sin# > 0;
COS ” Cos# sin 7 sin#
da # = 0 im Schnitt U; \ U,. Die vertragliche Parametrisierung des Randes er-
halten wir durch

o > 7:0 cos 7;sin ;0 :

FirO * 2 erhalten wir so den ganzen Rand.

(0] 1
7 z, *  sin~
D fitp dv ! Bcos’g; sin 7;cos 7;0 d~” 2
s >0
¢ cos ~

Der Integralsatz von Stokes besagt nun, dass fiir jede andere Mannigfaltigkeit §

mit demselben Rand @S gilt,
Z
_rotf;ng dv 2 2

Definition SeiO R3oled,v2C O I R3 . Fallseine FunktionU 2C1 O I R
existiert mit v rU, dann heilt U Potential von v und v heil3t Gradientenfeld.

Bemerkung. Existiert ein solches U, dann ist es naturlich nicht eindeutig da man
beliebige Konstanten addieren kann.

Satz Sei v ein Gradientenfeld und S ein Weg von x; nach Xz, dann entspricht
die Arbeit entlang S der Potentialdi Lerknz von X, nach X;. Insbesondere ist die
Arbeit wegunabhangig.

166



» Seiv ruU,x;;x 20,8 01,0 xpund 7 1 Xz. Die Arbeit
langs S ist definiert als,

z Z,
hv;toi dVv 1 vy ;7%y dy
S 0
z
1£U -y dy
o @y

u~1 u~=o0 UXxz UXp: «

4.64 Satz Sei O RS einfach zusammenhangend, v 2 C! O I R® . Dann sind &qui-
valent,

(i) v ist Gradientenfeld.

(i) rotv 0inO.

» Beweisskizze ())(ii):r v r ru 0.

(i) (i): Wahle xg 2 O fest. Zu Xp 2 O wahle S Z 01 mit~™ 0 Xo und
1 X.

R
Setze U X shv;toidv 1.
a) U x ist unabhédngig vom gewahlten Weg:

Sei§ = 0;1 ein weiterer Wegund eine C2-Homotopie zwischen S
und §.Betrachte die Mannigfaltigkeit  0;1  0;1
Z Z
0 hrotv; noi dv 2 5 hv; toi dv ?
Zim 7 @im
Shv;toi dv 1! §hv;toi dv 1:

b) Wir kdnnen S so wahlen, dass

1
£Ux lim—- Ux he UX
0xX; hro h
. 1%nD E
lim — Vv X ej ;e d Vi X
htoh o Ye & Y 1

Alsoist ru .

167



4.65

4.66

4.67

4.68

4-H Koordinateninvariante Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Definition Sei L linearer Raum tber R, k 2 N und dimL < 1. Eine alternieren-
de DiLerkntialform vom Grad k oder k-Form ist eine multilinear alternierende
Abbildung D : LK ¥ R. Eine O-Form ist eine Konstante.

Dyx: fD : Dist k-Form auf Lg:

Bemerkungen. Spezialfall D 2 Dy, dann ist D vi; V2 D va;vq .

Ist k >dimL, dannist D 0 denn k Vektoren sind dann linear abhangig.

Satz Fur D1;D,; 2 Dxund 2R sei,

Dann ist Dk ein linearer Raum uber R.
» Folgt direkt aus der Definition. «

Alternierendes Produkt Seien D; 2 Dy, D, 2 D,. Dann setzen wir

Dannist D1 "D, 2Dk ;.ImFallk 0,dh.D; cistD;”~D, cDs.
Bsp Seien D;; D2 2 Dy, dann ist

Dy ~MD2 vi;v2 Di vi D2 v2 D1 vz D2 vi:

Basis Sei fei;:::;engBasisvonlL, k N,
X
dxj v . vj;furv Vjej;
j1
GK: Il ik 11 ii<ia<:iii<ik Ng;
dx; @ dxg, NN dxge
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O Ledsichtlich ist dxj 2 D1 und dx; 2 Dy fir 1 2G K.

n (0]
Bx dx :12GkK

ist eine Basis von Dy. Insbesondere ist dim Dy E .
» Beweisskizze 1) Lineare Unabhéngigkeit dx; e; jj also gilt,

8
S E PREREEY PR

?O; sonst;
far alle aufsteigenden Indizes ji;:::;jk 2 G k. Sei 1 dx, 0,
12G k
dann ist
X
Y 1dXg eyl e Jumi
12G K
und daher ist Bi linear unabhéangig.
2.) Zeige spanfBkg Dk.
Seik 2undD 2 Ds,.
X X XX
D v;w D vjej; wiegj Viw;jD_ej;e;j
ofuri j
X
D €j;i VjWi ViWwj
1 j<i N
X
D ej;ei  dx; ~dxi, v;w
1j<i N | —{—}
dX|
Analog folgt fir k 2 N,
X
D D ej,;::1rej, dxp: «
12G K

470 Satz Seil k n, ¥ k-Form uber R". Sei L R" k-dimensionaler Unterraum,

B ffy;:::;fkg Basis von L, wi;:::;wk 2 L mit Koordinatenvektoren vi;:::; vk
bezlglich B,
X
Vi ViV s Wj vjifi:
i1
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4.71

Dann gilt,

D.h. ¥ definiert ein in L “orientiertes Volumen”, falls ¥

P
» Seik 1,B ffig,w  Fy, ¥ jdxj.

g

LI £

j1
X

LI jaxi 1
P s

LET]

Sei nun allgemein ¥ | k-Form auf L.

T oWyl Wk det vq;:::; vk ist k-Form uber L.
dimL k,dannistdimDx 1und ® | Ooder ¥

LI RS % cY f;000F cdetEx c:
Korollar Sei fes;:::;exg Basis des R",
X
Vj Vji€i; 100k
i1
I ik 2GK
Dann ist

» Beweisskizze Fur
Dann ist
dx; vi;iinivk

(0] 1
Vii, i1 Vkig
detg g: =
V1iy i1 Vi
i ik ist dx; :::;e ;i

Vli1

(e}
dx; Vq;:::;Vk wro detg

Vlik
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*0 1
1
g:::%;fl
n

0. Setze Vj

Vkiy

Vkig

: Eldm ej

+

c T, also gilt

R

1

Viji €j .
1



4.72

4.73

4.74

4.75

4.76

Vorlaufige Definition Sei O R" oled, ' : O ¥ D¢ R", d.h. jedem x 2 O
wir eine k-Form ¥ x uber R™ zugeordnet. (k-Formen-Feld) FUr eine kompakte

MannigfaltigkeitS = D O der Dimension K ist
Z Z

S!: D! Ty Oy, 750y, T dy:

In y istder Tangentialrauman S, T- ' S  h@y7;:::;0k 7 i.

Bemerkung. Diese Definition ist sehr allgemein, sie erfordert lediglich eine Karte
7 ;U und ein k-Formen-Feld. Insbesondere ist sie auch im unendlich dimensio-
nalen Fall giltig.

P
Korollar Ist ¥ x a; x dx;. Dann gilt
12G &
z z !
x . 0 Tt T
] a, y det
S D (Y%

12G k

R
Insbesondere ist ¢ ¥ definiert, falls a, stetig.

a Ty det::: «

Bemerkung. Aus dem Transformationssatz folgt, dass die rechte Seite fur ver-
schiedene Karten gleich ist, wenn sie kompatibel sind.

Dies ermdglicht eine endgdltige Definition.

Definition Sei S R" eine C™M-Mannigfaltigkeit, TxS der Tangentialraum von S
im Punkt x 2 S.

Eine Abbildung ¥ :S ¥ Dy TxS ; X , ¥ X heil3t k-C™-Form auf S, falls

X
T x a; X dx;

12G k

mitay 2CMSI1TR. —
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477 Bsp SeiS O R" dh.injedemx 20 giltTxS R"™.Furf2cCc! O I R gilt

fx f xo 9 %0 ;X Xo 0kx xok:
X
7 %o ;v 0, F Xo dxj v :df v
i1
X
daf : Ox; T dxj;
i1

)T x T Xo df X Xo 0 kx Xok :

4.78 Definition Sei S orientierte C1-Mannigfaltigkeit der Dimension k, ¥ eine k-C°-

Form auf S mit supp ¥ kompakt. Endlich viele Karten ;U 5o N UN
Uberdecken supp ¥. Wahle f 1;:::; ng als dazu passende Zerlegung der Eins.
Definiere
Z » Z » Z
] - n " -\ 0O, it
= I i Y Uy Oy jiiinily jdy
S j1 Y j1 P ! K
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